Chapitre 17 - Intégration - Exercices

Ce chapitre est singulier en ce sens qu’il présente la construction de l'intégrale de Riemann mais n’apporte pas
beaucoup de nouveautés du point de vue des exercices. En particulier les techniques de calcul d’intégrales sont
celles que ’on connait déja et qui sont revues dans la premiére partie des exercices.

Exercice n° 1
VRAI ou FAUX sur I’ensemble du chapitre.

f et g désignent des fonctions définies sur un intervalle [a; b] et a valeurs dans R.

a
b

Si f est en escalier, 2f est aussi en escalier.
Si f est en escalier, cos f est aussi en escalier.
¢) Si f est en escalier, max(f,2) est aussi en escalier.

)
)
)
d) f est intégrable sur [a;b] si, et seulement si, f est en escalier.
e) f est intégrable sur [a;b] si, et seulement si, f est continue.

)

f) Si f est intégrable sur [a;b] et que / f>0alors f > 0.

(l

ib]
g) Si f est intégrable sur [a;b] alors f< /
[asb] [asb]

h) Si f et g sont intégrables sur [a; b] alors fxg> / fx /
[a;b] [a;b] a

1 Calcul de primitives et d’intégrales

Exercice n° 2

Calculer les intégrales suivantes :
1 2 ™ 5
I z/ || dz 3 Ix= / max(2,e”) dz ; I3 = / cos(|lz])dz ; Iy :/ |3z — 2| dz
—1 —1 0 0

Exercice n° 3

Déterminer des primitives pour les fonctions suivantes :

[z e*sin(x) ; g:x+— cos(z)ch(x)

Exercice n° 4

Calculer les intégrales suivantes :

™ ™ 1
L = / cost(z)dz ; L= / sin?(z)sin(4z) dz ; I3 = / Arctan(z) dz ; Iy = / zArctan(z) dz
0 0 0

Exercice n°5

Calculer les intégrales suivantes :

64 1 1 372
I = L= — e ; L= —Y 4
1 / ) 2 L \/.E‘i‘\:s/%‘r 3 3 /()$2+5U+2$

1 4
+1
de ; Is= d
1x2—x+2 b /,1x3—4x2—|—5x—6 o




2 Suites de fonctions, sommes de Riemann, formules de Taylor

Exercice n° 6

1 n T
sin(x) d.

Calculer lim dx et lim
n—+oo Jo 142 n—+too Jo n42a

Exercice n° 7
Déterminer les limites suivantes :

1 k - 1 . Vn+k
lim stin (W) ; lim n —_— ; lim nt

n——+oo n+ k)2 n—-+00 ny/n
k:l( + ) k=1

Exercice n° 8

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, prouver que :

1.3 $3 $5 2 2 3

T x x? oz
e [0:=], z— — <si <p——4—_— > _ < <p— 4
V16[0,2], T— o <sin(z) <z 5 —|—120 ; Vx>0, x 5 <In(l4+z) <=z 5 + 3

Exercice n° 9

n—-+oo

no ok
x
. T __ 3
Prouver que : Vx € R, ¢* = lim E o
k=0

3 Exercices théoriques

Exercice n° 10

Prouver que l'intégrale d’une fonction en escalier est bien définie, autrement dit que la somme donnée dans le
cours ne dépend pas du choix de la subdivision adaptée a la fonction.

Exercice n°11

Soit I un intervalle, g une fonction définie et continue sur I, positive sur I et telle que | 19=0.
Prouver que g est nulle.

Exercice n° 12

Soit f : [a;b] — R, continue telle que Vz € [a;b], |f(x)] <1 et f: f(z) de =b—a.
Pour z € [a;b], que vaut f(z)?

Exercice n° 13

Soit f : [a;b] — R, continue. Prouvez que la valeur moyenne de f est atteinte par f, autrement dit :

b
e [a:b] / fle) = bia/ (@) da.

Bonus : 'hypothése de continuité est-elle indispensable 7

4 Plus difficile

Exercice n° 14

o .
. . nsin(x
Déterminer lim A
n—+oo Jq n+x

Exercice n° 15

1 1
Trouver toutes les fonctions f € CO([0;1], [0;1]) qui vérifient / flz) doe = / (f(z))? da.
0 0
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