Correction des exercices du chapitre 20

1 Applications directes du cours

Exercice n°1
La série des termes de u est notée Y u,, il faut bien comprendre que c’est une suite.
n

La n—iéme somme partielle de cette série est Z ug, ¢’est le terme général de la suite Y u, (onay u, = (3 p_o uk)

k=0
oo

Si la suite Y u, converge, sa limite est notée g Uk
k=0

nGN)'

Exercice n° 2

— Y cos(n) est grossiérement divergente.

— 3 7111(171) est divergente car Vn > 2, + < ln(ln) et Y- L est divergente.

— e ™ =3"(2)" est une série géométrique convergente (car 0 < 1 < 1).

— 2% —0nt3 ot une série & termes positifs donc on peut traviller par comparaison & un équivalent.

Bn24+n+1
Ona:VneN, % ~ % qui est le terme général d’une série de Riemann divergente. On en déduit
_10n+3_ 3
que ) 55y diverge.
—0< S”;# < # et > % est une série de Riemann convergente. Par comparaison de séries & termes

ops sin(n)
positifs, =+~ converge.

— Y In(sin(1)) est grossiérement divergente car In(sin(1)) — —oc.
n—-+oo



Exercice n° 3

n!
o nr

est une série a termes positifs donc on peut travailler par comparaison.

On a :Vn > 2, 7% =T1Tiz, % < % et % converge donc ) 7% converge également.
— > ( - #)3 est grossiérement divergente.
— > ( — %)n est une série & termes positifs donc on peut travailler par comparaison & un équivalent.
n
On a: (1 - nlz> —¢""0-52) e=% — 1 donc la série est grossiérement divergente.
— > m est une série a termes positifs donc on peut travailler par comparaison.
Onavn>3,0< m < ni% > ni% est une série de Riemann convergente donc » ﬁ converge.

— > W est une série a termes positifs donc on peut travailler par comparaison.
Ona: (ln(n)l)ln(m’ = ¢ In(m) In(ln(n)),
Il existe un rang N € N & partir duquel on a In(In(n)) > 2 et alors, n > N = (In(n))"(™ > pn?

autrement dit : n > N — W < % On en déduit que » W converge.

Exercice n° 4

— > (1 — cos(%)) est une série & termes positifs donc on peut travailler par comparaison & un équivalent.

1 —cos(7) = z—z + 0((+5) donc 3 (1 — cos(Z)) converge.
TrT—r—+0o0

/1 TN " . . R L
— Y Ven — 1 est une série a termes positifs donc on peut travailler par comparaison & un équivalent.

1 1 / 1
Onaer—1 = =+ o(=) et en —1 ~ T qui est le terme général d’une série divergente. On
Tz—+00 /N

r—+o00o N n

en déduit que Y vV ew — 1 diverge.

— Vn > 1, cos() €]0;1[ donc Y In(cos(L)) est une série & termes négatifs, on peut donc travailler par
comparaison a un équivalent.
On a: cos(1) i 1— 55 +0(-%) et donc In (cos(L)) i — 5 +o(X) ool — 5> qui est le terme
général d’une série convergente. On en déduit que Y In(cos(1)) converge.
(n?
— > ( niﬂ) est une série & termes positifs donc on peut travailler par comparaison & un équivalent. On
aVn>0: ) ) )
(n®) —-n —n
n _(ntl _ (14t Ceh0Hd) e Ereh) L oo qui
n+1 n n T—+00 T—+o00
(n®)
est le terme général d’une série convergente. On en déduit que ) (nL-l-l) converge.

- cos(n?) + nsin(n)
Z n2\/n

n’est pas une série a terme de signe constant. On passe par la convergence absolue :

14+n 2n 2
~n2y/n T n2/n  nyn

cos(n?) + nsin(n)

n2y/n

Vn > 1,

cos(n?) + nsin(n)

ny/n

2
est le terme général d’une série de Riemann convergente, on en déduit que Z
ny/n

converge absolument et donc converge.

2 Vrai ou faux sur ’ensemble du chapitre

a) Faux. Changer un terme ne change pas la nature de la série mais, dans le cas ou ) w,, converge, cela change
la valeur de la somme. Prenons un contre-exemple trés simple. La série de terme général 0 converge et sa

somme vaut 0. Si on modifie le premier terme en 1, la somme vaut 1.
oo

Notez qu’écrire « g up » n’a pas de sens si la série est divergente.
k=0
b) Faux. La série harmonique est un contre-exemple.



c¢) Vrai. Une suite non-stationnaire d’entiers n’est pas convergente et donc, en particulier, ne converge pas vers
0. La série est donc grossiérement divergente.

d) Faux. On prend, Vn € N, u,, =1 et v, = —1. > u, et > v, divergent mais > (u, + v,) converge.

e) Faux. La série harmonique alternée est un contre-exemple.

f) Faux. C’est vrai uniquement pour les séries a termes positifs. Contre exemple : Vn > 0, w, = (_\/lﬁ)n + % et

Uy, = % On a > u, qui diverge et > v, qui converge.

Vrai. Si u, o # alors, & partir d’un certain rang u,, > 0 et donc on peut utiliser le critére de comparaison.
oo

Vrai. C’est évident : si Vn € N, u,, > 0 alors Vn € N, |up| = uy,.

Faux. Contre exemple : la série harmonique alternée pour Y w, et > v,.

1 . .

—5 sl n est pair
Faux. Contre exemple : Yn > 0, u, =< ™ . P )
—10 Sl n est impair

mais dont le terme général n’est pas décroissant.

)
)
i) Vrai. Par exemple, la série harmonique.
)
)

est une série & termes positifs qui converge

3 Variations autour de la série harmonique

Exercice n°5

1. Version 1 avec la convexité. La fonction In(1 4+ z) est concave et donc sa courbe est au-dessous de ses
tangentes, en particulier en dessous de y = .

Version 2 (hyper classique) en faisant une étude de fonction. On prouve que la fonction f(z) = z—In(1+z),
definie et dérivable sur | — 1; +o00[ admet pour minimum 0 et que ce minimum est atteint en 0.
Onadonc: Ve > -1, f(z) >0<=In(1+2z) <=z

2. Soit un entier naturel n non nul. En utilisant la question 1. on a :

Vk € [1;n], In(1 + =

k)g

I =

On somme ces inégalités :
1
1 -
Som(1ep) =25

n 1 n
0, kZln <1 + k) = ;ln(k +1) —In(k) = In(n + 1) = 4o00. On en déduit que Y L diverge.

Exercice n° 6

2711 2n 1 1 1 1
1. On a: Vn € N, - > — = )X —>nx —=-.
e gk—kggn (Rt xgn=nxgr=2

2. 813 % convergeait, la suite des restes partiels tendrait vers 0, ce qui est impossible en vertu de l'inégalité
prouvée a la question précédente.

Exercice n° 7

1 S
1. On a: Vk € N*, e < / dz E (puisque = — % est positive et décroissante sur RT*).
x
n 1 - 1
On somme ces inégalités pour k € [1;n — 1] (avec n > 0) : ; z S Z:l 7 . On note H,
la n—iéme somme partielle de la série harmonique et (x) devient : H,, — 1 <In(n) < H, %

On en déduit : ¥n > 1, In(n) < H, <In(n) + 1.



2. Ona:V¥n>1, In(n) < H, <lIn(n)+1. Le théoréme des gendarmes s’applique et on obtient H,, —+> +00.
n—-+oo

Pour n > 1 en divisant les inégalités par In(n) puis en passant a la limite on a H, ot In(n).
n—-+oo

) Vn>1, v —me1=2 —In(n)+In(n—1) =L +In(1 - 1) <1 -1 <0 (car In est concave).
(Yn)nen est donc décroissante.
b) On a vu que Vn > 1, In(n) < H, soit Yn > 1, 0 < 4,. La suite (7, )nen est décroissante et minorée,
on en déduit qu’elle converge.
¢) Soit vy =1lim,v,. Ona~vy, = ~+o0(1)etdoncH, = In(n)+~vy+o(l).
n—-+oo n——+o0o

Exercice n° 8

La fonction f : 2 — In(1 + ) est de classe C* sur | — 1; +00[. On peut donc lui appliquer I'inégalité de Taylor
Lagrange en a = 0 : pour tout n € Net tout x > —1on a:

" ofk)
‘f(x) >
k=0

|x|n+1

(n+1)!

M : (%)

ot M est un majorant de f(**1) entre 0 et 2. Calculons les dérivées successives de f :

Vo> -1, fla)=142)7 ; @) =—0+2) 2. fB@) = (D k-0 +2)7F
) . n (_1)k—1 |x|n+1 L n (_1)k 1
(%) devient : ’f(x) - ]; ka < i 1)!M et, pour z =1 : |In(2) + kZ:l . < GRS

1l reste & trouver un majorant de |f™+1(z)| sur [0;1]. On a : Vo € [0;1], |f™ VD (2)| = n!(1 +2)7"" < nl.
Finalement :

— (-1)F 1
— (= <
kz_l k (—In(2)) - njwo
Exercice n°9
! 1,]" 1
1. On a :Vk > 1, / zF 1 de = {xk] = —
0 k 0

2. On a:

I
|
(]
S—
i
|
K
SN—
x>
L
o
S

1 1
1 _ n
:7/ der/ (=2) dx

= In(2) — 0

Finalement, la série harmonique alternée converge vers — In(2).

Exercice n° 10



1 et 2) Voici des codes possibles pour les fonctions demandées :
10 def sommePartiellev2(n):
11 Somme=0
12 i,j=1,1

13
14
15 while i<=n//3:
16 Somme=Somme-1/(2*1-1)+1/(2*j)+1/(2*(j+1))
17 i=1+1
18 j=j+2
1def sommePartielle(n): %;
Somme=8 21 if n¥3==1:
3 signe=-1 22 Somme=Somme-1/n
4 for i in range(1,n+1): 23 elif n%3==2:
5 S?mme=50mme+519ne*1/1 24 Somme=Somme-1/(n-1)+1/n
6 signe=-signe 25
7 return(Somme) 26 return(Somme)

3) On imagine qu’on aura un résultat proche de 0 mais il n’en n’est rien. La différence semble converger vers
—1In(2).
En changeant 'ordre des termes, on a changé la valeur de la somme. Ce résultat est contre-intuitif et
illustre une des difficultés avec les séries qui convergent sans converger absolument.

Pour mieux comprendre cet exemple :

m@) =1+ e Ly L b ol
—In(2) = — —— - — -+ - =(= -+ - —— 4+ =+ —_ ...
2 34 5 6 271 3768 5

11 11 1
A T U VR T
YRS U
2 2 3 4 577
1

Lorsqu’une série Y u, converge absolument, Y u, converge et la valeur de la somme ne dépend pas de 'ordre
des termes, on dit que la suite (u,)nen est sommable.

Si 3w, converge mais pas Y |u,|, on parle de semi-convergence et la valeur de la somme peut étre modifiée
quand on change l'ordre des termes.

4 Un peu plus difficile

Exercice n° 11

— > uy, converge donc u, — 0 et, en particulier, & partir d'un certain rang N on a 0 < u,, < 1 d’ou
0 < u? < wu, ce qui garantit que > u2 converge.

Up, . . u
< u, ce qui garantit que n

— Vn €N, un20d0n00§u7l+1 Un A1

converge.
— (un)n est une suite positive qui converge vers 0 donc :
INeN, VneN, n>N=0<wuy, <1

ce qui entraine : ¥n € N, n > N = 0 < ugpuy, < uy, donc Y unyusg, converge.

— > u, converge donc u,, — 0 et on a e — 1 1+u, +o(u,)—1 = wu,+o(u,) ~ wuy. Par

n~>7 [e'e) n—-+4oo n—-+oo
comparaison de séries a termes positifs, on déduit que ) (e¥~ — 1) converge.

2
/1 1 1 \/

La convergence de Y u, et de Y -1 nous permet de déduire celle de Y- @

Exercice n° 12



1 Fooda 1

: > > > — — . it :

Ona:Vk >3, > /k_l TIn(2) = FIn(k) = In(In(k)) — In(In(k — 1)). Il suit

—~ 1 —~ 1
_— >

= kEln(k) — kln(k)

On en déduit que Y

- lnn diverge vers +oo.

Exercice n° 13

Pour n € N*, notons .S,, la somme partielle d’indice n de ﬁ
k+1 1

1
T > est une fonction strictement croissante sur RT. On a donc : Vk > 1, T > .
Ve \f k \f Vk+1

n—1 n
1 1
En sommant pour k € [1;7 — 1] on obtient : _ > x> ——. Autrement dit :
S A LRI
1

Sy — >2/n—-1>5, —1<:>S+1—7>2\/ﬁ—1>5

-

Ce qui implique : 2/n —2< S, <2y/n—1letdonc S, ~ 2/n.
n—

o0

Exercice n° 14

— Ona:Vn>0, n~(+A/M) = o=+ () — o= ()=t l
’ n—-+oo N

Par équivalence sur les séries a termes positifs, S n~(+(1/7) diverge.

1 1 1 1 1 1
— Ona:V 0, —In(1+— = —|—= — ~ =,
nastn>o (e 2 = (Gen) s
Par équivalence sur les séries a termes positifs, > ﬁ In (1 + ﬁ) diverge.
~ Ona:¥n>0, In(n) > In(n) _ In(n) > l
In(e” — 1) ~ In(en) n n
On en déduit que Y In?clfﬁ)l) diverge.

— Ona:Vn>1, pMeVi — )" =VE Op In(n)2 = o(v/n) et In(n) = o(y/n) donc il existe un
n—-—+0oQo n—-—+0o0o
rang N a partir duquel on a In(n) — /n < —21In(n) et alors :
eln(n)27\/ﬁ < 6721n(n) _ %
n

Par comparaison de séries & termes positifs, on en déduit que > plnne=vn converge.
Vn >0, (chy/In(n))~? 1 1

— Vn , n(n = ~ —

( 1/In(n) + e~V In(n) ) 2 n—+oo 62 \/In(n)

Pour n assez grand, on a In(y/n) = £ 1In(n) > 1/In(n) d’'ou

4 o )
——— > — qui est le terme général d’une
e2 In(n) n

série divergente.
On en déduit, par comparaison de séries & termes positifs, que > (chvInn)=2 diverge.

Exercice n° 15

a) Ona, Vn >0:

ikﬂ (1-371 = i(kﬂ)?ﬁ’“ - i(kﬂ)s*(’““)
k=0 k=0 k=0
n n
_Zk+13 SRR R
k=0



Or, Y3 37 F — Lo=3et(n+1)37"*Y — 0donc Y, _(k+1)37Fx(1-371) — 32

n—+oo 1-1/3 n—+oo n—+oo
- 9
. . —k J
On en déduit Z(kJrl)?) oA
k=0
b) On a, Vn >3 :
n n o1 3 —5
k3 — 4k kK k—2 k+2
k=3 k=3
n n—2 n+2
1 1 1 1
= _ - Z _ 5 -
8(2141 + 3 k k:)
k=3 k=1 k=5
_1(2,2,,..3,3.3 3 3 5 5
- 8\3 4 2 3 4 n-1 n n+l n+2
L
n—+oo 12

c) Ona, X'+ X2 +1=(X?+12? - X?2=(X?2+X+1)(X?-X+1)douVn>0:

n n n

)P 1(21 _ Zl>
4 2 - 2 _ 2

SRRl 2\ Rkl Rtk

Or,Vk € [0;n], K2+ k+1=(k+1)2—(k+1)+1dou:

= k 1 (< 1 = 1
kzz()k4+k2+l 2<kzzok2k+1 kzz;)(k+1)2(k+1)+1>
1 (& 1 [SS
D )
2 n+1)2—-(n+1)+1
1
o teo 2

Exercice n° 16

soit x = 2,357373737373 . ...

e Version 1 : on a 100z — z = 235, 73737373 — 2,3573737373 = 233,38 et donc z = 22355 = 23338 o4
rationnel.

+oo +oo
o Version 2: 2 =2,35+73(107* + 1070 +...) =235+ 73) 107" =235+ 73 (1072)".

k=2 k=2
+oo

La somme 2(10*2)’“ est géométrique, calculons-1a en retrouvant notre formule de référence :
k=2

1 100 1 1

“+o0 “+o00
1072)k = 1072%)-1-102=— - -1-10%?="+-1—- — = ——
kZ:Q( ) (;( ) 1—-102 99 100 9900

73 239 x99+ 73
9900 9900

On en déduit =z = 2,35 +



Exercice n° 17
Soit x = 101,101101101...5. On a :

z=224+20497 493 4974407649077 .

+oo “+oo
=5 + Z 27173]6 + Z 27373]6
k=0 k=0

+oo
=5+ (2714278 (278
k=0
5. (1 n 1) 1
B 2 8'1—%
5 8
=54+ - X<
+ 8 7
_ 40
T
5 Plus difficile
Exercice n° 18
Soit a, b des réels strictement positifs. > % est & termes positifs, on peut donc travailler par comparaison.
an2vn a\” )4 @
o 3 . ~ _ \/E: n(ln(b)+\/ﬁ)
Slb>1'72\/ﬁ+bnn—>oo<b) 2 e .
Comme % — 0, la série converge si, et seulement si, In($) < 0 c’est-a-dire si, et seulement si, a < b.
. an2vn n Lo .. .
— Sib<1:2V 4" ~ 2V et ———— ~ g™ On en déduit que la série converge alors si, et

seulement si, a < 1.

Exercice n° 19

Supposons que P et @ sont non nuls. A partir d’un certain rang, (P(n))nen et (Q(n))nen sont non-nuls et de
signe constant, donc (%)%N est bien défini et de signe constant, on peut donc travailler par comparaison &
un équivalent.

Notons a et b les coefficients dominants de P et @) ; ce sont des réels non nuls.
Ona: L) 4 aegp)
Q(n) n—+oo b
si, deg(P) — deg(Q) < —1 <= deg(Q) > deg(P) + 2.

—deg(Q) quj est le terme général d’une série de Riemann qui converge si, et seulement

Exercice n° 20

tan(z)—tan(y) a—b
1+tan(x) tan(y) 1+ab

(On pourra noter que la condition de positivité de a et b garantit que tous les termes sont bien définis).

b) — Vk €N, mig = S donc Vn €N,

a) En utilisant la formule tan(z — y) = on obtient que arctan ( ) = arctan(a) — arctan(b).

n 1 n
Z arctan <l€2+k+1> = kz_oarctan(k + 1) — arctan(k) = arctan(n + 1) — arctan(0) — I

n—oco 2
k=0

_ (k+1)—(k—-1) S
kazl, #—mdonCVNEN, :

n 2 n
Z arctan <l<:2> = Z arctan(k 4+ 1) — arctan(k — 1)
k=1

k=1
= arctan(n + 1) + arctan(n) — arctan(1) — arctan(0)
3T

n—oco 4



1 2
Aprés avoir justifié la convergence de arctan | ———— | et arctan | — |, calculer leurs sommes
prs v sence de Y avctan () e S wetan [ 2)
n>0 n>1
en se servant de la premiére question.

Exercice n° 21

— Si e < 1 : a partir d’un certain rang, m > % et la série ZnZQ m diverge.

— Sia>1:soit 1 <+ < a. A partir d'un certain rang, on a 0 < mn% et anz m converge.

— Sia=1:
e Si=1:on adéa vu dans un exercice précédent que ﬁ(n) diverge.

1

nln(n)

e Sif<l:ona W > et donc la série diverge.

n
1
e Si 8 > 1: la série est de la méme nature que lim ——— dz. En faisant le changement de
n—+too [o zln(x)f
variable ¢(t) = e’ on obtient la convergence de la série.
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