Chapitre 3 - Fonctions - Exercices

Exercice n°1

VRAI ou FAUX sur ’ensemble du chapitre.

a) Deux polynomes différents ont deux dérivées différentes.
Une fonction dont la dérivée est nulle est constante.
La seule fonction égale & sa dérivée est exp.

On n’a jamais fog=go f.

Alors f est strictement croissante sur Dy.
f) II existe des fonctions qui sont paires et impaires.
g) Pour tout réel x, on a cos(arccos(z)) = x.

h) Pour tout réel z, on a arccos(cos(x)) = x.

1 Applications directes du cours

Soit une fonction f définie et dérivable sur Dy C R et telle que : Vo € Dy, f'(z) > 0.

Exercice n° 2

Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. Déterminer sin([0; 1]) et cos™1(Z).

2. Déterminer le domaine de définition de f(z) = {/sin(x).

3. Sans utiliser la dérivation, prouver que x — /z est croissante sur R*.

4. Montrer que = +— /7 est dérivable sur RT* et déterminer sa fonction dérivée.

5. Retrouver les formules vues en terminale : (Inu)’, (e%)’, (vau)', <L (cos(az +b).
(On précisera les conditions pour u)

6. Calculer (4 la main) : cos(arccos(3)) ; arccos(cos(2)) ; arccos(cos(—g))-

7. Prouver que, lorsque les expressions sont bien définies, on a : o7 = afa.

8. Soit a > 0. Faire ’étude compléte de x — a”.

9. Soit b € R. Faire I’étude compléte de x — zP.

Exercice n° 3

Dériver les fonctions suivantes (aprés avoir donné leur domaine de définition) :

ft) =Vt =3t +2 g(t) =In((2t = 1)(t+ 7)) h(t) = t?In(t)
i(z) = (2z +1)° J(U) =In(U3 - 5U — 4) k(z) = (tan(z))?

Pour s’entrainer en autonomie : fiche 9 du Cahier de Calcul.

2 Un peu plus dur

Exercice n° 4

Calculer A = sin (arcsin(3) — arcsin(})) et B = cos (arccos($) + arccos(})).

Exercice n°5

Résoudre les équations et inéquations suivantes :

(E1): Va+1=3z-7 (E2): e =1In(2) (E3): cos(bx —
(E4): cosx=0,4 (I): In(z®+2z—2) <In(x+5) (I2) : cos(x — §



Exercice n° 6

Les fonctions cosinus et sinus hyperboliques sont définies par ch(z) = £ — et sh(z) = S

1. Faire I’étude compléte de sh et de ch.
2. Montrer que : Vo € R, ch?(z) —sh?(z) =1

ch et sh font partie des fonctions de référence a connaitre.

Exercice n° 7
L’objectif de cet exercice est de transformer les expressions du type A cos(t) + Bsin(t) en expressions
du type C cos(t + ¢). Cette compétence est importante et doit étre bien comprise.
1. Un exemple : 3cos(t) + 4sin(t).
(a) Justifier qu’il existe un réel ¢ dans [0; 2| tel que cos(¢) = 2 et sin(¢) = %.
(b) Prouver qu’on a alors : 3 cos(t) + 4sin(t) = 5(cos(t) cos(¢) + sin(t) sin(¢)). Conclure.

2. Autre exemple : en procédant de fagon analogue a la question 1. écrire 5cos(t) — sin(t) sous la
forme C cos(t + ¢)

3. Traiter le cas général.

Exercice n° 8

a) Prouver que la fonction f(z) = arccos(z) + arcsin(z) est constante sur [—1;1].

b) Prouver que Vx € [—~1;1], arccos(z) = § — arcsin(x).

Exercice n°9
s

a) Prouver que Vz € R™, arctan(z) + arctan(l) = 2.

b) Trouver un résultat similaire sur R™*.

3 Démontrer les résultats du cours

Exercice n° 10

Prouver les formules pour les dérivées de Arcsin et Arctan.

4 Plus difficile...

Exercice n°11

6
Résoudre I'équation 2% 4 3z — 74+ ——= =0

Va2 + 3z B

Exercice n° 12
On considére le polynome P(x) = 823 — 6z — 1.
a) Etudier la fonction P.
b) Prouver que P a trois racines, et que ces racines sont dans [—1;1]. On les nomme : z1 < x9 < z3.
c¢) Soit # € R. Exprimer cos(36) en fonction de cos(6), en déduire : P(cos(d)) = 0 <= 2cos(36)—1 = 0.
d)

Donner les valeurs de x1, 9 et x3.

Exercice n°13

Montrer que pour tout réel strictement positif k, I’équation 2% + 3* = k admet une unique solution.
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