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Interrogation n°3
PSI
MATHEMATIQUES
(Jeudi 21 Décembre 2023)
(durée : 1h)

Question 1.

1. Vect (1,0,0,1) + Vect (1,1,0,1) + Vect (0,1,0,0) est-elle une somme directe ? Justifier la ré-
ponse.

2. Montrer que Vect (1, X) + Vect (X2, X3) + Vect (X? + X?) est une somme directe .
Question 2. Soit n € N. Soit k € {0..n}, on pose fj : x +— cos(kz).

1. Montrer que f;, est un vecteur propre de I'endomorphisme de C*°(R, R) défini par D(f) = f”.

2. En déduire, en citant la propriété adéquate que (fx)o<r<n €st une famille libre.
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Question 3. La matrice T= |+ .. . . | € #,(R) est-elle diagonalisable ?
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Question 4. Soit A =
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Montrer que A est diagonalisable.
Diagonaliser A.
En déduire (en citant la propriété adéquate) un polynoéme annulateur de A de degré 2.

Donner tous les sev de R? stables par ’endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
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Comment utilise-t-on la diagonalisation pour calculer A™?

Question 5. Donner deux méthodes différentes pour justifier qu'un projecteur p de E est diagona-

lisable.

Question 6. 1. Justifier rapidement que la matrice J dont tous les coefficients sont 1 est dia-
gonalisable.

2. La diagonaliser.
Question 7. Dans chaque question, on donnera la forme du terme général de la suite réelle (uy,),
définie par :

1. Vn € N, upi0 — 3upy + 2u, = 0.

2. VYn > 2, u, + 2u,_1 + 4u,_o = 0.

3. Vn > 1, Uupy1 + Up + up—q = 0.



Question 8. Décrire la méthode pour trouver la forme du terme général de la suite (u,), définie
par :
Vn € N, upig — 2Upig — Mpio + 2Upyq + 8u, =0

On utilisera sans le redémontrer que le polyndéme de la matrice utilisée est :
Xa(X) =X+ DX - X -4)(X +2)

Question 9.

Etudier la convergence simple de la suite (f,,), ou f, : x — z™.

Etudier la convergence simple de la série de fonctions Y f, ot f, : x — (Gab iy

n.’I)
n>1

Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,), ou f, : * — 2™ sur | — 1, 1] puis sur [—a,a] o
a < 1.

. . L . . N —1)n+1 N
Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions > f, ou f, : x — % sur |a, +o00[ ol

n>1

a> 0.

. L. . N _1\n+1
Etudier la convergence normale de la série de fonctions > f, ou f, : z +— %

n>1

sur [a, +oo[ ol

a > 0.



