inspiré de CCP2015 - PSI

Notations

R désigne I’ensemble des réels et RT désigne I'intervalle [0, +o0.

- Si I est un intervalle réel non réduit & un point, on note C'*(I) I'espace vectoriel des fonctions
de classe C'! définies sur I & valeurs dans R.

Soit K I’ensemble R ou C. Pour tout entier naturel non nul, M,,(K) désigne le K-espace vectoriel
des matrices a n lignes et n colonnes et a coefficients dans K.

Un vecteur de K" est noté

Tn

- Une matrice A de M,,(K) est notée A = (ajr)i<jk<n OU aj est le coefficient de A situé en
ligne j et colonne k.

On dit qu’une application M : ¢t € I — M(t) = (a;jx(t))1<jr<n € Mn(K) est de classe C! sur
I si toutes les fonctions a;, le sont et dans ce cas on note M'(t) la matrice (@} ;. (¢))1<jk<n-
Soit I un intervalle réel non réduit & un point et A : I — M, (C) une fonction continue. Dans ce
probleme, on s’intéresse au systeme différentiel

X'(t) = A(H)X(¢) (E)
ot X : I — C" est une application de classe C'.

A D’exception de la question 1.2 utilisée tout au long du sujet, les deux parties sont
indépendantes

I. Quelques exemples d’étude d’un systeme différentiel

1.1 Qu’affirme le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire quant a la structure de I’ensemble des
solutions de (E)?
1.2 Vecteurs propres communs
On suppose qu’il existe un vecteur non nul V € C™ et une fonction continue A : I — C tels
que pour tout ¢ € I on ait
AV =)V

Montrer que la fonction
X :tel—al)VeC™

est solution de (E) si et seulement si la fonction « est solution d’une équation différentielle
linéaire du premier ordre que l’on précisera et pour laquelle on donnera une expression des
solutions.

1.3 Un premier exemple
On suppose pour cette question que n = 2. Soient a et b deux complexes tels que a —1 —b # 0.
On suppose que, pour tout t € I =R, on a

=3 17%)

Déterminer une base de ’espace vectoriel des solutions de (E).



1.4 Un deuxieme exemple
On suppose également pour cette question que n = 2. Soient p une constante complexe et a, b
des fonctions continues de I dans C, la fonction b ne s’annulant jamais sur I. On suppose que
pour tout réel t € I, on a

1.5 Traiter le cas particulier ou pu = 1.

II. Etude de deux fonctions

II.1 L’intégrale de Gauss
I1.1.1 Montrer que l'intégrale de la fonction f : t— e™
I1.1.2 Montrer que les fonctions définies sur RT par

T ) 2 1 o—a?(t*+1)
Vz € RT, F(z) = (/ e dt) , G(x) :/ —— dt
0 0
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2
" est convergente sur RY.

sont de classe C! sur R*, puis préciser les dérivées d’ordre 1 de F et de G.
I1.1.3 Montrer que
Ve e RT, F/(z) +G'(z) =0

et en déduire la valeur de F' + G.
I1.1.4 Montrer que

lim G(z)=0 et lim F(:L'):%

Tr——+00 Tr——+00

I1.1.5 En déduire que

I1.2 Les fonctions u et v
I1.2.1 Montrer que les fonctions

T e=% cos(tx T e~ Tsin(ta
u(t) :/0 \/;t) dx et v(t) :/0 \/;j(t) dz

sont bien définies et de classe C'! sur R.
I1.2.2 Montrer que la fonction w = u + v est solution d’une équation différentielle, puis en

déduire que X (t) = ( u(?) > est solution d’'un systeme différentiel du premier ordre

o(t)
X'(t) = A(X(t) (1)

ou la fonction matricielle A : R — M3(C) est & déterminer.

I1.2.3 Déterminer, pour tout réel ¢, les valeurs propres complexes et les sous-espaces propres
de A(t).

I1.2.4 Déterminer une base de l'espace vectoriel des solutions sur R du systeme (FEp). En
déduire la solution générale de (E1).

I1.2.5 Calculer u(0) et v(0) et en déduire l'expression réelle de u et de v.



