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Applications Linéaires
L Généralites

L Définition et exemples

u: E — F est une application linéaire de E dans F si u respecte
les combinaisons linéaires, autrement dit si
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a) L'application nulle n : {

Xy m
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Applications Linéaires

L Généralites

[ Définition et exemples

a) L'application nulle n : {

E — F
X 6[:
b) La dérivation des polynémes : { KLX] : KX
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Applications Linéaires
L Généralites

L Définition et exemples

) L E
a) L'application nulle n : { <

b) La dérivation des polynémes :

R
—
{K[X] 5 KIX]
v .
0
9 {c ([0,1) —

= P
R
f > f[o;1]f'
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Applications Linéaires
L Généralites
LDéfinition et exemples

X1 m

a) L'application nulle n : { f
O
K[X] — K[X]
p .

ﬁ
—
b) La dérivation des polynémes : { o

9 {CO([O,l]) - R
f > f[o;1]f'

K2 = K3
4 qb:{ (x,¥) = (=x+2y,0,y)
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L Généralites

L Définition et exemples

Proposition
Soit u e L(E,F).
i.u(0g) = etii. VX € E, u(—X) =

Démonstration

u(0g) =

VX € E, u(—x) =
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Applications Linéaires
L Generalites

L Définition et exemples

Vocabulaire
Soit u e L(E,F).

e Lorsque F = E, on dit que u est un
e Lorsque u est bijective, on dit que u est un
e Un endomorphisme qui est un isomorphisme est un

e L'ensemble des automorphismes de E est appelé groupe
linéaire de E et noté GL(E).

Remarque :
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L Généralites

L Définition et exemples

Exemples

J KeX] = KalX]
a) ¢ { b P
mais n'en n'est pas un automorphisme car :

est un endomorphisme de Kj[X]
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L Géneralités

LDéfinition et exemples

Exemples

Ko[X] — Ks[X :
a) ¢ { ZIL ] o 7_.£, ] est un endomorphisme de Kj[X]

mais n'en n'est pas un automorphisme car :
. ., E —
b) L'identité Idg : {

— —

est un automorphisme de E.
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Applications Linéaires
L Genéralités

L Définition et exemples

Exemples
Ko[X] — Kyp[X :
a) ¢ { ZIL ] o i.E, ] est un endomorphisme de Kj[X]
mais n'en n'est pas un automorphisme car :

b) L'identité Idg : { € - € est un automorphisme de E.
X = X

RZ — R2

€ GL(R?).
x,y) — (x+y,x—y) (B

Exercice : u : { (
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L Généralites

LOpérations sur les applications linéaires

Composition d’applications linéaires :

Combinaison linéaire d’applications linéaires :
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Applications Linéaires
L Généralites

LOpérations sur les applications linéaires

Proposition

Si u € L(E,F) est bijectif alors u=! € L(F, E)

De plus, uou™!

ou=
Démonstration
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L Géneralités
LApplications linéaires et sous-espaces vectoriels

Proposition
Soit u € L(E, F).
i. L'image directe d'un sous-espace vectoriel de E est un
sous-espace vectoriel de F :

ii. L'image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F est un
sous-espace vectoriel de F :

Démonstration
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Applications Linéaires
L Genéralités

LApplications linéaires et sous-espaces vectoriels

Définition
Soit u € L(E,F).
e Le noyau de v est Ker(u) = {X € £/ u(X) = 0f}.

e L'image de u est Im(u) = {u(X), X € E}.

Proposition
Ker(u) est un sous-espace vectoriel de

Im(u) est un sous-espace vectoriel de
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L Généralites
|—Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

Exemple

Kz[X] — K2[X]
P ~ P

Déterminer le noyau et I'image de ¢ : {
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L Généralites

|—Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

A quoi cela sert-il ?
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|—Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

A quoi cela sert-il ? a créer plein de SEV |
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L Généralites

LAppIications linéaires et sous-espaces vectoriels

A quoi cela sert-il ? a créer plein de SEV'!
Exemple :

= {y €C?R)/y" +2y'+y =0} est un SEV de R¥ car
3 S
=

Quimper



Applications Linéaires
L Généralites

LAppIications linéaires et sous-espaces vectoriels

Proposition

e u est injective ssi : Ker(u) = {0g}; <— 'Mjéc)h J\l“ s
e u est surjective ssi : Im(u) = F. MY oAnuine o~
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Applications Linéaires
L Genéralités

LApplications linéaires et sous-espaces vectoriels

Proposition
e u est injective ssi : Ker(u) = {0g};
e u est surjective ssi : Im(u) = F.
Démonstration

» Le second point est évident car

» Supposons que u soit injective, alors

Réciproquement, si Ker(u) = {0g}
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Endomorphismes remarquables d'un espace vectoriel e -

L Homothéties

Définition
Soit A € K.
L’homothétie de rapport A est h) : { Li ~ E_, :
DS X = AX.
):?,7‘
2
(hovrom(\‘zs ;'ﬂ‘\x(!\/_)>
fa“m\/ 0 . %«9% \ﬂ%ﬁl«(
<o . l[gv»
3 e
Remarque : si \ € {0;1} \;(’), 2,
— -3 -
-9 - e

.»;2 , x>0\ =0 M‘)'\Ca\nm ,\M\XL

B PSRN R Y [EASEC VAN ™ B Rl 7 e
- t (]?r]lzeux

[m] (= = =
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LEndomorphismes remarquables d'un espace vectoriel
L Homothéties

Proposition
Les homothéties sont les seuls endomorphismes tels que (X, u(x))
est liée pour tout X € E.

G w o«}‘( it QI\&MM\‘ a\w Wf) Z‘/w(?)) UA’)\;LAW
\\‘\2"‘\”"\“’“ i Momelie ;an D
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|—Endomv;;rphismes remarquables d'un espace vectoriel
L Homothéties

Proposition

Les homothéties sont les seuls endomorphismes tels que (X, u(x))
est liée pour tout X € E.

(sera vu en TD)
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Applications Linéaires
LEndomorphismes remarquables d'un espace vectoriel

LProjet:teurs et symétries

Définition
Soit F et G deux SEV telsque E=F & G :

I
Vx e E, v :'lF_yz({(\mﬂtm)
————

M
N

» La projection sur F
paralléelement a G est
I'application linéaire :

{ E —» E
. = —
o=

» La symétrie par rapport a F
paralléelement a G est
I'application linéaire :

{ E - E +4- CPGE
S: - —_— > . QBr]lzeux
X Te -% ({



Applications Linéaires
LEndomorphismes remarquables d'un espace vectoriel

LProjet:teurs et symétries

et 6qui sont les éléments caractéristiques, il faut les préciser
tous les deux.

Par exemple dans le plan, si on projette sur une droite vectorielle
sans préciser parallélement a quel supplémentaire.

T ‘,\p% Son \\&a\ \¢W (r
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Applications Linéaires
LEndomorphismes remarquables d'un espace vectoriel

- Projecteurs et symétries

E et F qui sont les éléments caractéristiques, il faut les préciser
tous les deux.

Par exemple dans le plan, si on projette sur une droite vectorielle

sans préciser parallélement a quel supplémentaire.

Proposition

E = F ® G, soit pr la projection sur F parallélement a G. Alors :
i. la projection sur G parallélement a F est p; = [ - Pe ;
ii. la symétrie par rapport a & parallélement aFest :S§: Pé_ “Pe

IR = > S -TA-2
x- (TRR N x = ?F(%)’f ?(r({) Fe

2 2 3 e
O e A ¢!
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LEndomorphismes remarquables d'un espace vectoriel & (AJ//L(/\VV\ b4 ()-\M W flﬂ,sv‘ n Ml:

LProjet:teurs et symétries

| o V2o w“’bv CoM oo )uuowwq Ym
Proposition W\j“)/w 3% Q, %WC,J, () §udy,
i. U est un projecteur ssi uo u = u. M Canadre -

On a alors'E = Ker(u) @ Im(u) et u est la projection sur ™ 35?“7?
Im(u) parallélement a Ker(u).

il. u est une symétrie ssi uo u =1Id.
On a alors E = Ker(u —1d) @ Ker(u +1d) et u est la symétrie
par rapport a Ker(u — Id) et parallelement a Ker(u + Id).

hyh (FF): G‘ E-
Im(fp) - F }w(i’f@lm?

P e




Applications Linéaires
LEndomorphismes remarquables d'un espace vectoriel

L Projecteurs et symétries

Démonstration du i. par double Imp|IC\atIOI’L R ‘M; o Foeni ¢
= QN\W) T ek A QL Yo . }LM(u):G’ J’IM(M—):F
<= : supposons que U o U = u. (M(, we(e))

VXGE X = “ \L[X') \A,(-{,) 2(*) Mnnh ﬁM‘L

€Im(u) = M(“) 4 TM((L)
Il reste & Vow Mromnd vf\’

& \lm(u)/\ Twlw) = {5 Y,
Shon e (W Imw)

TeTwl): dgee/d=aly)
i)éky\(u):u )-0<—)w—6L=>u(?)C%o

F\A&M\Mwy ;l)/:_a- “O\L(‘y)




' & Tonchoro = T () J i
LEndomorphismes remarquables d'un espace vectoriel\l.__. <7 Gnon e - ?MVQQD mr“%

é? KIS — KT
Exemple %\ P(X) - P(—X}

beP(Rx]) & YR0E K], Dok s sl
§I&EY) :cPQ?rX)) = P(x) : beg=Td,

Domwands Care OV ean D‘M\Wv? VP()€E R [XJ/

Pehan(d e PX) - P(x)- 0= P(x)= PPk s
&P “L(ﬂw\[m\'o ﬂ‘;vu,Am Moho mes de (1&5 pn

Pe b | $F) & T = - P \\mv e o |
P ok W )vsawfiEwb o~ M“,c\J( \;,s‘m},; r mak\;lwp 2 \/&K)'gwr/l ich
(- oo Vin. i) e (X iem) .




Applications Linéaires
I—Applications linéaires et bases
LMode de définition d'une application linéaire

Proposition
Soit u € L(E), F et G des SEV supplémentaires.
On connait u lorsqu'on connait ses restrictions a F et a G.

Exemple




Applications Linéaires
|—Applications linéaires et bases

|—Mode de définition d'une application linéaire

Théoréme
Soit u e L(E,F).

u est déterminée de facon unique par les images des éléments d'une
base quelconque de E.

Démonstration
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‘ Bri_zeux

Quimper

DA



Applications Linéaires
LApp“cations linéaires et bases

L Mode de définition d'une application linéaire

Exemples

a) Soit ¢ € L(R?) tq ¢#(1,0) = (2,1) et ¢(0,1) = (-1, 3).
Y(x,y) € R?, ¢(x,y) =

) R2[X] — R
b) s { P = [y P(x)dx
Calculons les images de la base canonique de Ry[X] par S :

S(1) = S(X) S(X?) =
Donc S(ap + a1 X + axX?) =

Par exemple S(3 + X —5X2) =

0"

CPGE
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Applications Linéaires
LApp“cations linéaires et bases

L Mode de définition d'une application linéaire

i

Exercice : dans |'espace muni d'une base (/,/, I?) et on définit une
application linéaire f en posant :

F(7) = 37+4j-5k ; f(j) = —4i-T/+10k et F(k) = —2i4]j+6k.

Démontrer que f est une projection dont on précisera les éléments
caractéristiques.

#+ CPGE
Brizeux
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Applications Linéaires
LApplications linéaires et bases

L Isomorphismes

Proposition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, dont (&), oy est
une base; soit F un K-espace vectoriel (qui peut &tre de dimension
finie ou pas) et soit u € L(E, F).

i. u est injective ssi (u(&j));cp,qp est une famille libre de F;

ii. u est surjective ssi (u(€7));cqy,qp est une famille génératrice de
F;

iii. u est bijective ssi (u(&}));cpy,, est une base de F.

#+ CPGE
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Applications Linéaires

LApp“cations linéaires et bases
Llsomorphismes

Démonstration On revient aux définitions :

i. u est injective si, et seulement si,

il. u est surjective si, et seulement si,

iii. est une conséquence de i. et ii. car u est bijective si, et
seulement si,

#= CPGE
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Applications Linéaires
I—Applications linéaires et bases

Llsomorphismes

Proposition
Soit u € L(E, F). On suppose que E et F sont de méme dimension
finie.

u est bijective <= u est injective <= u est surjective




Applications Linéaires
LApp“cations linéaires et bases

LIsomorphismes

Proposition
Soit u € L(E, F). On suppose que E et F sont de méme dimension
finie.

u est bijective <= u est injective <= u est surjective

Exemple
¢ . R2[X] — Rs ¢ . h
: P (P(0),P(1), P(2)) est un isomorphisme.

#= CPGE

‘ Brizeux
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Applications Linéaires

|—Applil:ations linéaires et bases

Llsomorphismes

Définition

On dit que E et F sont des EV isomorphes lorsqu'il existe un
isomorphisme u: E — F.
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LApp“cations linéaires et bases

Llsomorphismes

Définition
On dit que E et F sont des EV isomorphes lorsqu'il existe un
isomorphisme u: E — F.

Proposition
En dimension finie, E et F isomorphes ssi ils ont méme dimension.
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Applications Linéaires
LApplications linéaires et bases

L Isomorphismes

Définition
On dit que E et F sont des EV isomorphes lorsqu'il existe un
isomorphisme v : E — F.

Proposition
En dimension finie, E et F isomorphes ssi ils ont méme dimension.

Démonstration

Supposons que E et F soient de méme dimension finie n.

Réciproquement, supposons que E et F sont isomorphes. Alors,

#+ CPGE
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Applications Linéaires

LRang d’une application linéaire

Définition

Soit u € L(E, F) avec E de dimension finie.
On appelle rang de u

On le note

Exemples
a) La dérivation R3[X] — R[X]
b) Dans My(R), la trace

c) Dans M3(R), la transposition

,,,,,,,,,,,,



Applications Linéaires

LRang d’une application linéaire
|

Proposition

Composer (a gauche ou a droite) par un isomorphisme

Proposition

En dimension finie.

Soit ue L(E,F)etveL(F,G).Ona

rg(v o u)

#+ CPGE
‘ ?rigeux
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Applications Linéaires

|—Rang d’une application linéaire

Théoréme du rang

Soit u € L(E, F). On suppose que E est de dimension finie.
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Applications Linéaires

LRang d’une application linéaire

Théoréme du rang
Soit u € L(E, F). On suppose que E est de dimension finie.

Démonstration
Soit n = dim E. De deux choses |'une :
» Soit Ker(u) = {0} et alors

» Sinon, soit (Xi,...,Xp,) une base de Ker(u).
On peut alors compléter cette base en une base de E :

,,,,,,,,,,,,



Applications Linéaires

[ Equations linéaires

Définition
Une équation linéaire est de la forme (Eq) : u(xX) = b

Exemples
x—2y+z=5

a) Le systéme linéaire { 3ty — 4z =2




Applications Linéaires

[ Equations linéaires

b) De fagon générale,

c) L'équation différentielle y’ — 3y = cos x

d) De fagon générale,



Applications Linéaires

L Equations linéaires

Proposition

Soit y est une iolution particuliére de |'équation linéaire
(Eq) : u(X) = b.

X est solution de (Eq) ssi

Démonstration Dire que ¥ est une solution particuliére de
I'équation linéaire (Eq) c'est dire que :
Pour tout X € E :

X est solution de (Eq) <=

—
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L Equations linéaires

L'ensemble des solutions de I'équation linéaire
(Eq) : u(X) = b est donc

Remarque ce type d'ensemble (appelé espace affine) n'est pas un
espace vectoriel sauf quand




Applications Linéaires

L Equations linéaires

Proposition

Soit (a, b) € K.

L'ensemble des suites u vérifiant la relation de récurrence linéaire
d'ordre 2 : upyo = aupy1 + bu, est un plan vectoriel de K.

Démonstration
L'ensemble S cherché est un sous-espace vectoriel de KN,
S S K2
L'application
u > (ug, u1)
surjective, c'est donc un isomorphisme d'espaces vectoriels. On en
déduit dim S = dim K? =2 et S est bien un plan vectoriel de K.

est linéaire. Elle est injective et
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