- |
Applications Linéaires

Applications Linéaires

Keven Commault

Lycée Brizeux

25 avril 2021

J« CPGE
4 Brizeux
=] &



- |
Applications Linéaires

0" C P GE
Brizeux

Quimper

DA



Applications Linéaires
L Généralites

L Définition et exemples

u: E — F est une application linéaire de E dans F si u respecte
les combinaisons linéaires, autrement dit si
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[ Définition et exemples

N

a) L'application nulle n : {

Xy m

U
o
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Applications Linéaires

L Généralites

[ Définition et exemples

a) L'application nulle n : {

E — F
X 6[:
b) La dérivation des polynémes : { KLX] : KX
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Applications Linéaires
L Généralites

L Définition et exemples

) L E
a) L'application nulle n : { <

b) La dérivation des polynémes :

R
—
{K[X] 5 KIX]
v .
0
9 {c ([0,1) —

= P
R
f > f[o;1]f'
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Applications Linéaires
L Généralites
LDéfinition et exemples

X1 m

a) L'application nulle n : { f
O
K[X] — K[X]
p .

ﬁ
—
b) La dérivation des polynémes : { o

9 {CO([O,l]) - R
f > f[o;1]f'

K2 = K3
4 qb:{ (x,¥) = (=x+2y,0,y)




Applications Linéaires
L Généralites

L Définition et exemples

Proposition
Soit u e L(E,F).
i.u(0g) = etii. VX € E, u(—X) =

Démonstration

u(0g) =

VX € E, u(—x) =
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Applications Linéaires
L Generalites

L Définition et exemples

Vocabulaire
Soit u e L(E,F).

e Lorsque F = E, on dit que u est un
e Lorsque u est bijective, on dit que u est un
e Un endomorphisme qui est un isomorphisme est un

e L'ensemble des automorphismes de E est appelé groupe
linéaire de E et noté GL(E).

Remarque :
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Applications Linéaires
L Généralites

L Définition et exemples

Exemples

J KeX] = KalX]
a) ¢ { b P
mais n'en n'est pas un automorphisme car :

est un endomorphisme de Kj[X]
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L Géneralités

LDéfinition et exemples

Exemples

Ko[X] — Ks[X :
a) ¢ { ZIL ] o 7_.£, ] est un endomorphisme de Kj[X]

mais n'en n'est pas un automorphisme car :
. ., E —
b) L'identité Idg : {

— —

est un automorphisme de E.
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Applications Linéaires
L Genéralités

L Définition et exemples

Exemples
Ko[X] — Kyp[X :
a) ¢ { ZIL ] o i.E, ] est un endomorphisme de Kj[X]
mais n'en n'est pas un automorphisme car :

b) L'identité Idg : { € - € est un automorphisme de E.
X = X

RZ — R2

€ GL(R?).
x,y) — (x+y,x—y) (B

Exercice : u : { (

#= CPGE
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Applications Linéaires
L Généralites

LOpérations sur les applications linéaires

Composition d’applications linéaires :

Combinaison linéaire d’applications linéaires :
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Applications Linéaires
L Généralites

LOpérations sur les applications linéaires

Proposition

Si u € L(E,F) est bijectif alors u=! € L(F, E)

De plus, uou™!

ou=
Démonstration



Applications Linéaires
L Géneralités
LApplications linéaires et sous-espaces vectoriels

Proposition
Soit u € L(E, F).
i. L'image directe d'un sous-espace vectoriel de E est un
sous-espace vectoriel de F :

ii. L'image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F est un
sous-espace vectoriel de F :

Démonstration

#= CPGE
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Applications Linéaires
L Genéralités

LApplications linéaires et sous-espaces vectoriels

Définition
Soit u € L(E,F).
e Le noyau de v est Ker(u) = {X € £/ u(X) = 0f}.

e L'image de u est Im(u) = {u(X), X € E}.

Proposition
Ker(u) est un sous-espace vectoriel de

Im(u) est un sous-espace vectoriel de

#= CPGE
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Quinper



- |
Applications Linéaires
L Généralites
|—Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

Exemple

Kz[X] — K2[X]
P ~ P

Déterminer le noyau et I'image de ¢ : {
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Applications Linéaires
L Généralites

|—Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

A quoi cela sert-il ?
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L Généralites

|—Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

A quoi cela sert-il ? a créer plein de SEV |



Applications Linéaires

L Généralites

LAppIications linéaires et sous-espaces vectoriels

A quoi cela sert-il ? a créer plein de SEV'!
Exemple :

= {y €C?R)/y" +2y'+y =0} est un SEV de R¥ car
3 S
=

Quimper



Applications Linéaires
L Généralites

|—Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

Proposition

e u est injective ssi : Ker(u) = {0g};
e U est surjective ssi

:Im(u) = F.
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Applications Linéaires
L Genéralités

LApplications linéaires et sous-espaces vectoriels

Proposition
e u est injective ssi : Ker(u) = {0g};
e u est surjective ssi : Im(u) = F.
Démonstration

» Le second point est évident car

» Supposons que u soit injective, alors

Réciproquement, si Ker(u) = {0g}

#= CPGE
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Applications Linéaires

|—Endomv;;rphismes remarquables d'un espace vectoriel
L Homothéties

Définition

Soit A € K.

L’homothétie de rapport A est h) : {

X, m
11

>~
<t m

Remarque : si \ € {0;1}
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|—Endomv;;rphismes remarquables d'un espace vectoriel
L Homothéties

Proposition

Les homothéties sont les seuls endomorphismes tels que (X, u(x))
est liée pour tout X € E.
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|—Endomv;;rphismes remarquables d'un espace vectoriel
L Homothéties

Proposition

Les homothéties sont les seuls endomorphismes tels que (X, u(x))
est liée pour tout X € E.

(sera vu en TD)
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Applications Linéaires
LEndomorphismes remarquables d'un espace vectoriel

LProjet:teurs et symétries

Définition
Soit F et G deux SEV telsque E=F & G :

VX € E,

» La projection sur F
paralléelement a G est
I'application linéaire :

—

J E = E

X =

» La symétrie par rapport a F
paralléelement a G est
I'application linéaire :

Brizeux
— . Quimper

E — E 4= CPGE
s X



Applications Linéaires
LEndomorphismes remarquables d'un espace vectoriel

LProjet:teurs et symétries

E et F qui sont les éléments caractéristiques, il faut les préciser
tous les deux.

Par exemple dans le plan, si on projette sur une droite vectorielle
sans préciser parallélement a quel supplémentaire.
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Applications Linéaires
LEndomorphismes remarquables d'un espace vectoriel

L Projecteurs et symétries

E et F qui sont les éléments caractéristiques, il faut les préciser
tous les deux.

Par exemple dans le plan, si on projette sur une droite vectorielle
sans préciser parallélement a quel supplémentaire.

Proposition
E = F & G, soit pr la projection sur F parallelement & G. Alors :

i. la projection sur G parallélement a F est p; = ;

ii. la symétrie par rapport a F parallélement & G est :
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Applications Linéaires
LEndomorphismes remarquables d'un espace vectoriel

LProjet:teurs et symétries

Proposition

i. U est un projecteur ssi uo u = u.
On a alors E = Ker(u) @ Im(u) et u est la projection sur
Im(u) parallélement a Ker(u).

il. u est une symétrie ssi uo u = 1Id.
On a alors E = Ker(u — Id) @ Ker(v + Id) et u est la symétrie
par rapport a Ker(u — Id) et parallelement a Ker(u + Id).

#+ CPGE
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Applications Linéaires
I—Endomv;;rphismes remarquables d'un espace vectoriel

LProjecteurs et symétries

Démonstration du i. par double implication
=

<— : Supposons que U o U = u.
VX EE, X = + L (%)
N——r ——
€Ker(u) €Im(u)

Il reste
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|—Projet:teurs et symétries
Exemple
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Applications Linéaires
I—Applications linéaires et bases
LMode de définition d'une application linéaire

Proposition
Soit u € L(E), F et G des SEV supplémentaires.
On connait u lorsqu'on connait ses restrictions a F et a G.

Exemple




Applications Linéaires
|—Applications linéaires et bases

|—Mode de définition d'une application linéaire

Théoréme
Soit u e L(E,F).

u est déterminée de facon unique par les images des éléments d'une
base quelconque de E.

Démonstration

4= CPGE
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Applications Linéaires
LApp“cations linéaires et bases

L Mode de définition d'une application linéaire

Exemples

a) Soit ¢ € L(R?) tq ¢#(1,0) = (2,1) et ¢(0,1) = (-1, 3).
Y(x,y) € R?, ¢(x,y) =

) R2[X] — R
b) s { P = [y P(x)dx
Calculons les images de la base canonique de Ry[X] par S :

S(1) = S(X) S(X?) =
Donc S(ap + a1 X + axX?) =

Par exemple S(3 + X —5X2) =

0"

CPGE

‘ Brizeux
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Applications Linéaires
LApp“cations linéaires et bases

LMode de définition d'une application linéaire

i

Exercice : dans I'espace muni d'une base ( . I?) et on définit une
application linéaire f en posant :

= -,

F(7) = 37+4j=5k ; f(j)= —4i—T/+10k et f(k) = —27—4j46K.

Démontrer que f est une projection dont on précisera les éléments
caractéristiques.

o )0 (40,465 5(0)) " -
K___/-\/_"\-——/
g@wvw\\t %Q’m/.uw\ﬁm more (2 uﬂw / .
o " Jdm \fwm G )
SRR Yy A LI SR S TE)
4 CPGE

,,,,,,,,,,,



Applications Linéaires
LAppIications linéaires et bases

LIsomorphismes

Proposition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, dont (&), oy est
une base; soit F un K-espace vectoriel (qui peut &tre de dimension
finie ou pas) et soit u € L(E, F).

i. U est injectivu(eﬂ-)),-el[l’nl] est unefamille’libre de F ;

ii. u estsurjective ssi (u(€j))cpyqp est unefamille génératrice de
F;

iii. u est bijective @u(e_;))iel[l,n]] est une base de F.

ST

gF

ivsmme«;sw : w&c&e«w Rné ans, R oy et l. L"WO
JE e b o au F e



Applications Linéaires

LApplications linéaires et bases " c j (E/F) ) (ﬂ;)/ - EZ\) : Q'W 0(0' g

LIsomorphismes
(M([; )/, / M(Q\ )) Wub
dams T

Démonstration On revient aux définitions :

i. u est injective si, et seulement si, VGZ,; )éﬁ: u(i’):u((a’) == :3,
=g w@a\) oY e b oaV '\Nj,eflw
Sm\((xlo}feE / w(#)= v (@), )MQLM v=2 xpeg, ’Z‘h%
W)= u(ﬂr) wlZxe \P"*(Zaz Xo) Zx w(@))- Ly u(e)
ii. u est surjective si, et seulement si, V;LéF AREE /G =w ()
= V3ef, A hepng© ® /T2 (Zx2)

= N Y u/ I}‘:Z o w@) ﬁ_@w
i

iii. est une conséquence de i. et ii. car u est bijective si, et

seulement si, w o SW\?‘i V‘W de F
= W(LL\) nr W & (e 4 CPGE

= — hor o o



Applications Linéaires
LApp“cations linéaires et bases

LIsomorphismes

Proposition
Soit u € L(E, F). On suppose que E et F sont de méme dimension
finie.

u est bijective <= u est injective <= u est surjective

%' o Mm TV WW\\»‘WWM/&
szlow)o“o W(;AWV/ | |
o e W\(Q:\l/m J’Waﬁm]#u’wh&wlﬂ&m

e ol Wb o @ n vedews ch?v\ )»u»w\d//&
A T Jfa"\%m @‘\Wlﬁwi/m]n}_

ook g dur Raralk

#= CPGE

‘ Brizeux
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Applications Linéaires
LApp“cations linéaires et bases

LIsomorphismes

Proposition
Soit u € L(E, F). On suppose que E et F sont de féme dimension’

finie.
u est bijective@u est injective@u est surjective
Exemple AT mato A deme Mangnsiorn
[ Ro[X] — R3 , ,
o { p s (P(0), P(1), P(2)) est un isomorphisme.

dwwn \‘\&Q;S = daw \Ri QU rlhll do v s p b g o Suyg
i o dine rs- A) o aww WW& /\o,°/°>
§ b 0 hn §= [0} Dibwmingws b 9. W\Og\ﬁ?’ i
Sl PERLKY b PEbad b D(P)z0 S g iﬂgP%E
Po an- Zream o daP<2 done Poo. Edlomesh P



Applications Linéaires

|—Applil:ations linéaires et bases

Llsomorphismes

Définition

On dit que E et F sont des EV isomorphes lorsqu'il existe un
isomorphisme u: E — F.



Applications Linéaires
LApp“cations linéaires et bases

Llsomorphismes

Définition
On dit que E et F sont des EV isomorphes lorsqu'il existe un
isomorphisme u: E — F.

Proposition
En dimension finie, E et F isomorphes ssi ils ont méme dimension.

#= CPGE

Brizeux
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Applications Linéaires

LAppIications linéaires et bases A éP éx ( 6)P> ,UN W/\W UW\JA;J( h‘ ‘&/\ ‘/VVLM

LI h' “
| somorphismes :n 0/ ‘ . L«a ) VI

Définition
On dit que E et F sont des EV isomorphes lorsqu'il existe un
isomorphisme u: E — F.

Proposition =20
En dimension finie, E et F isomorphes ssi ils ont méme dimension.
<0

Démonstration

Supposons que E et F soient de méme dimension finie n. -

I
BB B ) 1 i )

Réciproquement, supposons que E et F sont isomorphes. Alors,
R\ ucide (})Q/Z(Gf'«) Qi oV lewven
G B (@ 0 e dn B =5 (9(2))- $(3,)) < boe SF

- CPGE
= (}V\\m F - n ‘ Brizeux



Applications Linéaires ~\ )
LRang d’une application linéaire %e b(eﬂ T CV‘ y;

: 4 7 \
Jn:;(u) 22 W CANEE ,ut%,)/ ZTN
Définition / Yam @L,,&;J@ e <w

Soit u € L(E, F) avec E de dimension finie.
On appelle rang de 1 Yoo dvwmunwn o de Im(w)

On le note tg (w). M : FM:.’QALMO. dm v cf

2) La derivation Rs[X] 2 RIX]. T (Y- R, [x], oy D)-dim (&[ﬂ}

b) Dans My(R), la trace =3
h.ifw\«,,(@\ >R Ve R x- Er((o %)) dowe %{Lr) WV

A w2 0,48 (e il sy ) 4 nylt
c) Dans M3(R), la transposition K Y) 3

oo g 9 an Y REMR), Mz %bw&m
Q’W bm‘ﬂh%) /m((R) #= CPGE

\wao\RWQ:IA \V\Om.v»[) m\\'wwb 5%"‘_9«—-"'(’/' oo

Exemples

Quimper



Applications Linéaires

LRang d’une application linéaire

. temaenct Qs Onwcsasian

Proposition yj
Composer (a gauche ou a droite) par unlisomorphisme’ ne ()rw\uz.«. (2
Qb W\é,
A W w v L
T 75»——-—9\15_7[—7 5w =g Vow
li\? = \"a, (u.o fu]")
Proposition
En dimension finie.
Soit ue L(E,F)etve L(F,G).Ona:
rg(vou) S min [r'é (u))r‘g\\/')) Vo Tm v




Applications Linéaires

|—Rang d’une application linéaire

)

=

Soit u € L(E, F). On suppose que E est de dimension finie.

i [ ee i ) ¢ gl

SN\ Waa while dan o gorit, |
Théoréme du rang

,,,,,,,,,



Applications Linéaires \4' ( B \
LRang d'une application linéaire

| = .L(; A N c,g_n

L g,___———/
Théoréme du rang béﬂ © denc GVchf{W x;) donc.
Soit u € L(E, F). On suppose que E est de dimension finie.

0
MECMQ&L >+ Vg,(u %\"’}%

- wu))

Démonstration
Soit n = dim E. De deux choses |'une :

> Soit Ker(u) = {(3} et alors . ol Wfedive . Sl B ,(Z:...zh)

Do M (\L\Q, \) ¥ Ame \rML MOM(M) JY Mg Pg(u) n ‘/

drous T ,h\rm =
> Sui%ﬁM soit (x:k,“dewJ Xp) u#e bas(g‘/}de Ker(u) | @

On pegt alors completer cette base en une base de E an 5
(T - Wp ) o e de B A»

P ) 7v e
PRI AT B, ) ), ot (B

=9 =9 r%@_ n- 1> ’ﬂ» ok



Applications Linéaires

L Equations linéaires

Définition _
Une équation linéaire est de la forme (Eq) : u(x) = b
'“\LeiCE/F) e Q/G:A@:E\/

3 WEE VN

. \DQT’ 4 MW&W

Exemples
x—2y+z=5

a) Le systéme linéaire { 3ty — 4z =2

avee w € LRR), wwngy ) =224y ) derg4s)
%b‘"’én%) be (5, 2)

b Ao 4

,,,,,,,,,,,



Applications Linéaires

[ Equations linéaires

b) De fagon générale M “a’/”:“ MM U/(r s eﬁ LW
o) L'

) L'équation différentielle y’ — 3y = cos x

Ce (R )™
.

,u,[lj,) = (v W
7 N

Y lr—>\'<\’—?;<} WO e

(w= 4 -2Th Cob Mo Wi gons )

d) De fagon générale, |k

Tnd  membe

v%iwa(hgzl KRV Mw&,ﬂ&wm

,,,,,,,,,,



Applications Linéaires

L Equations linéaires

Proposition

Soit y est une solution particuliére de |'équation linéaire
(Eq): u(X) = b, N

X est solution de (Eq) ssi % - 4 € hen A

Démonstration Dire que ¥ est une solution particuliére de
I'équation linéaire (Eq) c'est dire que : M((&) _]:

Pour tout X € E : -
X est solution de (Eq) <= (2 ) b

= M(;?);(/LZQ)
< U(—;—] —U(‘?) :OF
<:>M(;";>;6

- So BCP(9E
— {6 kot 9 B



Applications Linéaires

L Equations linéaires

L'ensemble des solutions de I'équation linéaire
(Eq) : u(X) = b est donc

%f?/zéwm}

-~

espace vectoriel sauf quand 'j’—_ o @ G(M et & b=0o

C;A Q' éﬁwa\)k\:cwv U/lf Q\/vw\-’?w\\q, o

Remarque ce type d'ensemble (ap[))elé espace affine) n'est pas un

#+ CPGE

‘ Brizeux
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Applications Linéaires

L Equations linéaires (P@Nk QM AZCUJ\'\&A /QA}V‘LM A/M\} Z
(»

|

Ow & Ow Jww ww»oé o}uugemo\\mu %wqu\nck%
U\I\GM“MAV Wwne §o rfo wz.() TM&;@&:(M})M
Proposition \M dow dn W\IV\QI 2

1/\”4
Soit (a, b) € K. ("“"‘W‘ o &g\
L'ensemble des suites u vérifiant la relation de récurrence linéaire
d'ordre 2 : upyo = aupy1 + bu, est un plan vectoriel de KN,

Démonstration
L'ensemble S cherché est un sous-espace vectoriel de K.
e S - K?
L'application
u > (ug, u1)
surjective, c'est donc un isomorphisme d'espaces vectoriels. On en
déduit dim S = dim K? =2 et S est bien un plan vectoriel de K.

a4
AL M \mmwa‘« — "& % S
W= 2

est linéaire. Elle est injective et

Brlzeux



