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Chapitre I Intégrales généralisées

[Déﬁnition 1 (Intégrale de Riemann).}

Pour f € C([a,b],K) on appelle intégrale de f sur

le segment [a,b] le nombre noté f., ou / f. ou
[a,0]

b
/ f(t) dt , défini par :

N—-1
L b—a k(b — a)
/[a’b}f_NLHEOO N f<a+ N >

,—[Théoréme 1 (théoréme fondamental du calcul intégral).}

Soient I un intervalle, a € I et f € CM(I, F).
i) 'application F' : & — / f(t) dt est I'unique primitive

a
de f sur I qui s’annule en a.
ii) Pour toute primitive H de f sur I, et tout = € I, on
xT

a :/ f(t) dt = H(x) — H(a).

a

iii) Si festC, alors Va,x S I,

a) = / " pat

[Définition 2 (Intégrale impropre convergente sur [a, +oo[).}

Pour a € R et f € C°([a + oo[,K) on dit que l’inté-

grale généralisée (impropre au voisinage de +0o0) de f

sur [a, +o0o[ converge lorsque la limite suivante existe et
x

est FINIE : IBIEOO/G ft) dt

—+oo +oo
Si tel est le cas, on note / f|ou / f(t) dt la
a a

valeur de cette limite. On dit qu'elle diverge sinon.

[Proposition 2 (Intégrales de Riemann).]

“+oo
/ ¢~ dt CV ssi
1

+oo 1
Va>1,/ tm dt = ——.
1

a—1

1 1
/t‘”dtCVssi7<1;V'y<1,/ t77 dt = .
0 0 1—n

Cours PC Chapitre I

[Proposition 3 (exponentielles )]

“+ o0
—Bt a
e dt CVssi |8 >0
/0 5>0]

+oo 1
V3 > 0, / e Ptdt = =.
0 B

[Définition 3 (Intégrale impropre convergente sur [a, b[)]

Etant donnés deux réels a,b et f € C°([a,b],K) on dit
que l’intégrale généralisée (impropre en b) de f sur
[a,b] converge lorsque la limite suivante existe et est
FINIE : lim / F(t) dt

z—=b= J,

b
Si tel est le cas, on note f,ou f dt la valeur de

cette limite. On dit qu ‘elle diverge sinon.

[Proposition 4 (Iogarithme).]

1 1
/ In(t) d¢ converge et vaut / In(t) dt = -1
0 0

[Proposition 5 (positivité).]

Soient a < b et f appartenant & CM([a, b],R) une fonc-

tion positive intégrable. Alors f>=0.
[a,b]

[Proposition 6 (CNS intégrabilité fonction positive sur [a,—i—oo[).]

Soient a réel et f € CM([a + oo[,R) & valeurs posi-
+oo x
tives. / f CVssiz— / f(t) dt est majorée.

[Proposition 7 (absolument convergence implique CV).]

Soient [ un intervalle de bornes av et 5, et f : I — K

B B
continue par morceaux. Si / |f] CV, alors/ f CV.

version du 31 mars 2020 4/36
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[Définition 4 (Intégrale absolument convergente).]

Pour I un intervalle (borné ou non) de bornes « et 3,
f I — K continue par morceaux, on dit que l'intégrale

B
de f sur I est ACYV si l'intégrale généralisée / |f] CV.
Si l'intégrale de f sur I est ACV, on note /f ou
I

/f(t) dt sa valeur, et on dit que f est intégrable sur
I

,—[Théoréme 8 (de comparaison).}

Soient I = [a, b[ un intervalle réel, f,g € CM(I,K).
1. Si g est intégrable sur I et si: V¢t € I, |f(t)] <
|g(t)], alors f est intégrable sur [a, b].
2. Si g est intégrable sur I etsi: |f(t)] o O(g(t)),
alors f est intégrable sur [a, b|.

3. Si g est intégrable sur I et si: f(x) ~ g(x),

t—b—
alors f est intégrable sur [a, b|.

[Proposition 9 (Linéarité).]

b b
Vf,g € CM([a,B]), VA € K, / A () + g(t)dt = )\/ F(O)dt +

/bg(t)dt

[Proposition 10 (croissance).]

Soient @ < b et f,g appartenant 3 CM([a,b],R) et in-
b

tégrables. Si Vt € [a,b], f(t) < g(t) alors / f)dt <
b a
/ g(t)dt

[Proposition 11 (relation de Chasles).]

Soient a < b < c trois réels, et f € CM([a,c], F) inté-

grable sur [a, c]. Alors / f :/ f+/ f
[a,b] [b:c]

[ac]

[Proposition 12 (CS de nullité d'une fonction).]

Soit f: I — K. Si f est continue intégrable sur [ et
vérifie / |f(t)] dt =0, alors f = 0.
I

Cours PC Chapitre I

[Proposition 13 (Intégration par parties).]

b b
[ v = ez, ~ [ uw o,

avec u,v C!

,—(Théoréme 14 (changement de variables bijectif).J—

Soient I =la,b] et J =|a,B8], f € CM(I[,R) et
@ € C*(J,I) une bijection strictement monotone.

Alors / f(t)dt CV ssi /B ' (u) f(p(u))du CV.

tel est le cas, alors

O]
/ swar= [ o)

(A la physicienne : on poset = @(u), on a dt = ¢’ (u)du
,et pour a <t < b, o7 (a) <t < o7H(D)

[Définition 5 (fonctions c.p.m. intégrables).}

CMLY(I,K) = {f € CM(I,K); /\f| converge}
I

[Définition 6 (fonction de carré intégrable).]

CML*(I,K) = {f € CM(I,K); /\f|2 converge}
I

[Proposition 15.]

L'application (f,g) —< flg >= /f ) dt est un
produit scalaire sur C°L?(I,R)

[Proposition 16 (inégalité de Cauchy—Schwarz).]

Vf g € CMLA(I,R),

o= i o

[Proposition 17 (PCSI : Formule de Taylor avec reste intégral )]

Soient I un intervalle réel, n € N, f € C""(I,R),
t,ito €1

f(@) = f(to) (to) +
l (t;:‘) f(n+1)( )du

5/36
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Chapitre II Sommes directes, rappels euclidiens, continuité, limites
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[Déﬁnition 1 (Sous-espaces supplémentaires).}

Deux sous-espaces vectoriels F' et G d'un K-espace vec-
toriel E sont dits supplémentaires si: £ = FF @ G
iesi:VeeFE A(f,g) e FxG;, z=f+g

Soient F' et G sous-espaces vectoriels d'un K-espace vec-
toriel E. Le propositions suivantes sont équivalentes :

) E=Fa&G
i) FNG={0g}et E=F +G

Définition 2.
Soient E un K-espace vectoriel, s € N* et F,..., E,

des s-e.v. de E. On appelle somme des sous-espaces-

S
vectoriels E1,..., E, le R-e.v. noté ZEZ défini par :
i=1

ZEi:{xl +xo+ - +as; Vie([ls], z € E;}
i=1

{Déﬁnition 3 (Somme directe).]

Soient E un K-espace vectoriel, s € N* et Fy, ..., FE, des
S

sous-espaces vectoriels de E. On dit que la somme E E;
i=1
de sous-espaces-vectoriels est une somme directe si :

V(l‘i)lgigs S HE'“ <OE = Zﬁz = Vi e H1,8ﬂ7 T; = OE>

i=1 i=1

S S
Si tel est le cas, on note Z:Ez = @El
i=1

g=1l

[Déﬁnition 4 (Décomposition en somme directe).}

Soient E un K-espace vectoriel, s € N* et Fy, ..., FE, des
sous-espaces vectoriels de F.
On dit que FE est en somme directe de E1,..., E; si:

Ve € B, 3(z:)1<i<s € HEi; &= Zx’
i=1 i=1

S
Si tel est le cas, on note E = @El
i=1

[Définition 5 (Base adaptée a une somme directe).}

Etant donnée E un K-espace vectoriel, s € N* et
Ey, ..., E, des sous-espaces vectoriels de E de dimen-

S
sions respectives (d;)1<i<s tels que E = @El On dit
i=1
qu'une base B de FE est une base adaptée a cette
somme directe si ses éléments sont dans cet ordre de la
forme ((e1,1,---,€1,d,)s---,(€s1,---,€s54,)), avec pour
tout 7 € [[1,Sﬂ, B; = (ei,l, .. .,61‘7(11.) base de F;.

Soient £ un K-e.v. de dimension finie, n € N, et
Iy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de F tels que E =

i=1 i=1 i=1

[Proposition 3 (CNS de somme directe).]

Etant donnés p sous-espaces vectoriels Fi, ... F, d'un K-

p p
espace vectoriel E, on a : |dim (Z FZ> < Zdim(Fi)
i=1 i=1

p
En outre, il y a égalité si est seulement si Z F; est directe.
i=1

Une application B : E x E — R est dite si

Vy,y,z2 € B, VA € R, < zyy+ Az >=< x;y > +A <
T3z> et <x+Ay;z>=<x52> A< y;2 >

[Définition 7 (Produit scalaire).}

L'application < e;¢ >: E x E — R est un

produit scalaire réel si :

(i,e. Vo,w € B, < wi;v >= < v;w >);
i) <o;o>est
iii) <o;o>est(i.e.VveE,<v;v>ZO);
iv) < e;@ > est (ie. Yv € E, (< v;v >=

0 :>U=0E));

version du 31 mars 2020
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[Proposition 4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz (rappel PCSI)).] ,—[Théoréme 8 (de Pythagore).} \

E espace vectoriel muni du p.s. < e;e >. Alors Soit F = (v1,...,vy,) une famille orthogonale de vecteurs
b
Y(u,v) € B%, | <ulo > | < /< ulu>y/< oo > ” = 2
— > il = Il
en particulier, si || || : 2z — y/<zlx> 6 on a: i—1 i—1
W(w,0) € B2, | <ulo>]| < [u] oll|
En outre, il y a égalité si et seulement si u et v sont coli-

de E. alors

 Définition 10 (B.O.N.). |

néaires.
Une famille B = (ey,...,e,) de E est dite base orthonor-
Définition 8. mée si elle est libre et génératrice et vérifie :
e - - - ; o 4 1 sii=j
SI.< oo > est un produit scalaire sur E on dit que I'ap- Vi,j € [1,n], < ele; >=6) = { 0 siidt]
plication || || : =+ /< x;2 > est J

la norme associée

[Proposition 9 (coordonnées dans une b.o.n).]

[Proposition 5 (propriétés de la norme associée & un p.s.).]

Si B = (e1,...,e,) est une base orthonormée de E,
Soit £ un R-espace vectoriel euclidien pour le produit sca = =
: j o i B = zie; ety = ie; deux vecteurs de F de co-
laire < ; > et || || la norme associée. z; g B Z;yj J
' 0 0 s _ofo e, ., i= 1=
L'application || || : E — R vérifie les propriétés (caractié- ordonnées respectives dans cette base (z1,...,2,) € R"

risant une norme ) :
i) Ve € E, ||z|| >0 (positivité) ;
i) VeeE, [||[z]| =0 =2 =0g] (séparation);

et (Y1,...,yn) € R, alors :

n
<zly >= Zﬂfk Yk

i) Ve € E, VA € R, ||Az]| = |\|||z]] (homogé- k=1
néité) ;
iv) Y(z,y) € E%, flz+yl < llzll + [lyll  (inegalite n
triangulaire) ; =] = Zx%
k=1

[Proposition 6 (propriétés de la norme associée a un p.s.).]

z1 hn
Soit F un R-espace vectoriel euclidien pour le produit sca- Remarque 1. En posant X = <; ) et Y = (; )v le cal-
laire < ; > et || || la norme associée. “n Yn

n
Pour tous vecteurs u et v on a : cul de < zly >= Zxkyk € R s’identifie au calcul matriciel

k=1

z”: 33kyk) € M1 (R).

<utovlutv>=|ul?+2 < ulv>+|v|?
Xy =
k=1

<u—ovlu—v>=|ul|? -2 < ulv>+|v|?

Une famille 7 = (z1,...,z,) de vecteurs de E, pour
n € N* fixé, est dite orthogonale si :
V(i,5) € [1,n]?, i #j =< xi|lz; >=0

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Cours PC Chapitre II 7/36
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Proposition 10 (Algorithme de ‘ gram-ﬁcﬁmicft‘

J

Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension
n € N* et B=(f1,..., fn) une base de vecteurs de E.

1
En posant, |e; = mfl , et pour i allant de 2 & n,
1
i—1 1
d= = Z <elfi>esete = ”e,”e; ,
=1 i

la famille [BGS = (e1,...,
En outre V 1 < i < mn,

Vect(f1,..-, fi)-

Vect(er,...,e;) =

[Définition 11 (orthogonal d'un s.e.v.).}

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On appelle sous-
espace (vectoriel) orthogonal I'ensemble, noté F+
défini par :

FL={yeE;Vz€F, <z|ly>=0}.

{Définition 12 ( s.e.v. orthogonaux).]

On dit deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont
orthogonaux si : Vf € F, Vg€ G, < flg >=0.

[Proposition 11 (somme directe orthogonale).]

Si I et G sont deux sous-espaces vectoriels de F ortho-
gonaux, alors la somme F' + G est directe. On dit qu'elle
est directe orthogonale, eton note FF+G = F® G =
FotaG.

dém : Pour z € FNG, ona < x|z >=0, donc z = 0.

en) est une base orthonormée].

O

[Proposition 12 (projeté orthogonal sur un s.e.v. de dimension finie).

Soit (E,< | >) un espace préhilbertien (réel, de di-
mension quelconque) et V un s.e.v. de F de dimension
finie.

Pour tout z € F, il existe un unique élément y € V
tel que z —y € V1 ; il est noté y = Py (z) et est appelé
‘projeté orthogonal‘ de x sur V.

(Upy ... up)
orthonormale de V,

n
Py (z) = Z < ujlr > uj.
j=1

En outre, si
base

est une

alors

Cours PC Chapitre II

version du 31 mars 2020

[Proposition 13 (somme directe orthogonale).]

Pour E de dimension finie, si F' est un sous-espace vecto-

riel de E, alors | E = F ¢+ FL|

dim(F+) = dim F — dim(F)

[Proposition 14 (inégalité de Bessel).]

Si V un sous-espace vectoriel de dimension finie de
I'espace vectoriel E et x € E fixé.
Alors :

Ve € E, ||lz|| > [|Py ()]

De plus le vecteur Py (z) est I'unique vecteur yo € V tel
que [z —yol| = min ||z — y/
yev

Définition 13.

Soit E un R-espace vectoriel.
L'application || || : £ — R est une norme si :

i) Ve € E, ||z|| >0 (positivite) ;

i) Ve € E, [||z]| =0 =2 =0g]| (séparation);

i) Vo € E, VA € R, ||Az]| = |A|||z]] (homoge-
néité) ;
iv) Y(z,y) € B, |lz+yl < [z + [yl (inégalite

triangulaire) ;

Définition 14.

Deux normes N et N sur E sont dites équivalentes si :

JA,B>0; Ve € E, A N(z) < N(z) < B N(z)

Théoréme 15 (Admis).]

Toutes les normes sur E R-e.v. de dimension finie sont
équivalentes.

[Définition 15 (limite de suite).]

On dit qu'une suite (X,,(Zn15---5%np)), ey de vecteurs
de F' = R? converge vers L({q;..

S lp) si:

Vi€ [1,p], n, m G

Notation 1. Lorsqu’une suite vectorielle (X,,) converge vers une

X, —L
n—-+oo

limite L, on note cela :

8/36
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,—[Théoréme 16 (limite et coordonnées).] <

Dans E e.v.n. de dimension finie égale a3 p muni d'une
base B = (e1,...,€ep)

lim U, =/{<+= (Vi €l,p], lm U,;=4¢|,
n—-+oo n—-+4+oo
ol I'indice ¢ désigne la iéme coordonnée dans la base B.

[Proposition 17.]

Toute suite convergente est bornée.

[Proposition 18.]

Toute suite extraite d'une suite convergente converge, vers
la méme limite.

[Proposition 19 (opérations sur les Iimites).]

Si X, —— X, Y, —— Y, alors pour A € K, on
n——4oo n——4oo
a

A, +Y, — 3 AX+Y
n—-+4o0o

 Définition 16 (Limite). |

Soient (E,|| ||g) et (F,|| ||r) deux espaces vectoriels
normés, D une partie de F, et A € E un point adhérent
a D. Une application f : E — F' admet une limite /
en Asi:

[Ve >0, In>0, VX € D,

[I1X — All, <n=IF(X) —dl, <¢|

Si tel est le cas on note cela lim

XA, XeDf(X) AT

f(X)mf

[Proposition 20 (Caractérisation séquentielle).]

f admet pour limite £ en a si et seulement si : pour toute
suite (u,) € I" qui converge vers a, la suite vectorielle
(f(un)) € (R™N converge vers /.

[Proposition 21.]

Soient E,F,G des K- e.v. de dimension finie, a € E,
b,ce F.
Si f(X) —— betsi g(X) —— ¢, alors pour tout
X—a X—a
A €K,
Ag(X)+ f(X) —— Ae+b
X—a

Cours PC Chapitre II

\.

~ Théoréme 23. \

Soient E, F,G des K- e.v. de dimension finie, a € E,
beF,cedq.
Si f(X) —— betsig(Y) — ¢, alors

X—a Y —b

g(f(X)) = ¢

X—a

 Définition 17 (Continuite).

Soient (E, || ||r) et (F,| ||r) deux espaces vectoriels nor-
més, D une partie de E, et A € E un point adhérent a
D.

Une application f : E — F est dite continue en A si :

Ve >0, 3p>0, VX € D,|
LIIX = Al <n = I1/C0) - fA)]- <¢|

Soit f:RP — R"

(@1,...,2p) — (filzr,..,2p); oo folz1,. .. 2p))
et (fi)i<i<n ses composantes. Alors f est continue sur
RP si et seulement si ses composantes le sont.

Définition 18.

Soient a € E et r € RT. On appelle boule ouverte de
centre a et de rayon r I'ensemble, noté B(a, r) défini par :

B(a,7)={xz € E, ||z —a| <r}

Définition 19.

Soit k& € RT. Une application f : E — F est dite
k-lipschitzienne si : Vz,y € E, ||f(y) — f(z)]|lr <
kly — x|l

Théoréme 24.

Si f : E — F est lipschitzienne, alors elle est continue sur
E.

9/36
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Chapitre III Séries numériques

[Déﬁnition 1 (Sommes partielles).}

Etant donnée une suite (u,)nen € CYN, on définit la suite
(Sn)Nen de ses sommes partielles par :

N
YNEN, Sy =) u
k=0

{Déﬁnition 2 (Série numérique, nature).}

Etant donnée une suite (up )nen, et (Sy)nen la suite de
ses sommes partielles, on appelle série numérique de
terme général u,, le couple ((un)nen, (Sn)Nen), que
['on note Zun ou Zun
n>0

Si la suite (Sy)nen des sommes partielles converge vers
une limite £ FINIE, on dit que la série Zun converge,
et la valeur de la limite de cette suite est appelée somme

+oo
de la série, et est notée E Up |-
n=0

Si la suite (Sn)nen des sommes partielles n'admet pas de
limite FINIE, on dit que la série Zun diverge.

Soit (uy) une suite a termes réels positifs.
Alors la série E u, converge si et seulement si il existe

une constante M > 0 telle que les sommes partielles sont
N

majorées par M, i.e. ssiIM > 0; YN €N, > u, <M

n=0

Définition 3 (Reste). |

Si la série Zun converge, pour tout N € N, on note

[Proposition 3 (séries géométriques).]

+o0
Za" converge <= |a| < 1|, auquel cas Za” =
n>0 n=0
1
1—a

[Proposition 4 (séries de Riemann).]

1

E — converge <= a > 1
nO[

n>1

[Proposition 5 (comparaison de séries positives).]

. N N
Soient (un)n>0 € RY et (vy)nen €RY. Ona:
SivneN, 0 <u, <w, et Z vy, converge, alors Z Up,

n>0 n>0
converge.
SivhneN, 0 < u, <wv, et E uy, diverge, alors E Un,
n>0 n>0
diverge.

{Déﬁnition 4 (absolue cvce série a termes réels ou complexes).}

On dit que la série numérique E u, est absolument
n>0

convergente si la série (positive) E |uy,| converge.
n>0

Toute série absolument convergente est convergente.

[Proposition 7 (comparaison a une série positive).]

n>0
—+oo

Ry = Z u, le reste d’'ordre N, etona: Ry+ Sy = Soient (un)n>0 € C et (v,)nen € RY. On a:

oo n=N+1 i) Sivn € N, |u,| < v, et Zvn converge, alors

Zun, en notant Sy la somme partielle d'indice N. =20

=0 Zun est absolument convergente, donc conver-
n>0
gente.

[Proposition 2 (grossiére divergence).] i) Si Vn € Nyu, > 0, v, > 0 et si uy, W U

. ) alors la convergence de Z Uy, est équivalente 3 la

Si Zun converge, alors lim u,, = 0. "0

Par contraposée, si (u,) ne tend pas vers 0, alors Zun convergence de Z U

diverge, on parle alors de grossiére divergence. n>0

Cours PC Chapitre III version du 31 mars 2020 10/36
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[Proposition 8 (Comparaison série intégrale).]

Soit f 1 — R  une fonction
continue par morceaux, décroissante et positive.
Alors

La série Z f(n) converge <=

n>ngo

+oo
/ f(t) dt converge.
ng

(c.a.d. la série et I'intégrale ont méme nature : elles sont
simultanément convergentes ou divergentes)

[Proposition 9 (séries de Riemann).]

1

E — converge <= a > 1
na

n>1

[Proposition 10 (Régle de d'AIembert).]

Soit (v )nen € CN une suite de nombres complexes tous
non nuls.
— Si la suite (

‘an+1|
|on|

) admet une limite finie ¢
neN

et si £ € [0, 1], alors la série numérique E a, est
n>0
absolument convergente, donc convergente.

— Si la suite (lanﬂ

) admet une limite ¢ et si
|t | neN

£ > 1, alors la série numérique ZO‘” est (gros-
n>0
siérement) divergente.
— Si la suite (

|ctn 1]

) converge vers { = 1, la
|a"| neN

série numérique E aq, peut étre convergente ou

n>0
divergente.

Cours PC Chapitre III

,—(Théoréme 12 (Formule de Stirling).}

[Définition 5 (Série exponentielle).}

Pour tout z € C, la somme de la série absolument conver-
n

z .
gente E — est appelée exponentielle de z, et est
nl

n>0
+o00
) z"
notée exp(z) = E -
— nl

[Proposition 11 (Critére spécial des séries alternées).]

Supposons

1. la suite (up)nen est alternée
signe constant) ;

(i,e. ((—1)"un) a un

2. la suite (Jun|)nen est décroissante;

3. lim |u,|=0;

n—-+4oo

Alors la série E Uy, converge.

n>0
En outre la suite (Ry) des restes est du signe de ug, et
“+oo
VN €N, |Ry| < |uny1], o Ry = Z Uy,
n=N+1

n

e

n!

Y
n—-+4o0o

2nm (

§

,—[Théoréme 13 (produit de Cauchy).}

Si E u, et E v, sont deux séries absolument
n>0 n>0

convergentes, alors leur produit de Cauchy an de

n>0

P,q€N; ptg=n

n
terme général w,, = E UpVp—fp = UpVq est
k=0

aussi absolument convergent, et :

“+o0 “+o0 k 400 +oo
E WE = E E UpVk—p | = E Up E Vq
k=0 k=0 \p=0 p=0 q=0

11/36
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Chapitre IV Espaces vectoriels, applications linéaires

Cours PC Chapitre IV

Un sous-espace vectoriel F' de I'espace vectoriel E est dit
stable (ou invariant) par I'endomorphisme u appartenant
AaL(E)siu(F)CF,ie.:YveF, ulv)eF.

Si F est un sous-espace vectoriel F' de E stable par I'en-

domorphisme u € L(E), on définit I'endomorphisme

induit par u sur F', noté u}F, par :

Yv € F, ulF(v) = u(v)

Proposition 1.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires dans E, B = (Bp, Bg) une base adaptée a la somme
directe E = F ® G et u € L(F).

F' est stable par I'endomorphisme u si et seulement s'il
existe B, D telles que :

Matg(u) = <Mat56(u§) ZB)>

Proposition 2.

Si u € L(E), alors Ker(u) et Im(u) sont stables par w.

Proposition 3.

Siuov =wvou (i.e. si u et v commutent), alors tout
sous-espace I stable par u est aussi stable par v.

. ail; a2 5
Soit A = appartenant 3 My (K).
az1 Q22
On appelle déterminant de A le scalaire,
p 11 a12 L
noté ou encore det A défini par
az1 @22
a11 a2
det A = = a11G22 — 421012 |-
az1 Q22

Pour tout entier n > 3 on définit par récurrence le
déterminant d'une matrice n X n en posant, pour tout

ail 000 a2
A= : : | appartenant a M, (K) : det A =
an1 ... Apn
air ... Qin n
= > (DMapdet(An) =
anl .- QAnn =1

a1y det(A1r) —ag1 det(Azr)+ -+ -+ (—1)"an det(Ans)
ol pour tout (i,7) € [1,n]°, on note A;; la matrice
(n — 1) x (n — 1) obtenue en rayant dans A la ligne ¢
et la colonne j.

[Proposition 4 (Développement par rapport a la jéme colonne).]

det A = Z(—l)kJrjakj det(Ag,)
k=1

[Proposition 5 (Développement par rapport a la iéme Iigne).]

det A = Z(—l)”‘gaig det(Azp)
=1

[Proposition 6 (opération du pivot de Gauss sur les colonnes).]

Si A = (C4]...|Cy), on ne change pas le déterminant

en faisant une opération C; + C; + Zx\jCj, pour des
J#i

scalaires (\;);-;.

[Proposition 7 (multiplication d'une colonne par un scalaire).]

Si A= (Cy]...|Cy) et B = (C1]...|ACi]...|Ch) s'en
déduit en faisant I'opération C;, < A\C;,, A € K, alors
det(B) = Adet(A)

[Proposition 8 (tra nsposée).]

Pour toute matrice carrée A, on a : det(A”) = det(A)

version du 31 mars 2020 12/36
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[Proposition 9 (CNS Iiberté).]

Pour toute matrice carrée A = (Cy|...|C,).

det(A) # 0 si et seulement si la famille (C4,...,C,,) est
libre dans 91,, 1 (K)

det(A) # 0 si et seulement si A est inversible (i.e. si |'en-
domorphisme canoniquement associé est bijectif)

[Proposition 10.]

Pour M = A4 B avec A € M, ,(K), B €
0,p D ’

M, (K), D € M, (K), on peut calculer “par blocs” de
la_maniére suivante :

det 4 B = det(A) det(D
(o} B) = detta)dec()

0,p D

[Proposition 11.]

VA, B € M, (K), det(AB) = det(A) det(B)

[Proposition 12.]

1
det(P)

VP € GLo(K), det(P~1) =

Soient n € N* et (ay,...,a,) € K". On ap-
pelle déterminant de Vandermonde le scalaire noté
V(ay,...,a,) défini par :

2 n—1
1 a a% cooooay X
1 as a as”
_ g aoc
Viay,...,a,) = 2
2 n—1
1 an a, ... a,
lemme 13. Pour n € N*, et (ay,...,an,an41) € K" ona :
n+1
V(ai,...,an,0pg1) = H(ak —a1) x V(ag,...,ans1)
k=2

[Proposition 14 (déterminant de Vandermonde).]

Soient n € N* et (ay,...,ay) e K=,

n—1 n
Viay,...,an) = H H (aj —a;) | = H (a; —dy)
i=1 \j=it+1 1<i<j<n

Cours PC Chapitre IV

Soit n € N*. Deux matrices carrées M et N appartenant
a M, (K) sont dites semblables (sur K) , s'il existe une
matrice inversible P € GL, (K) telle que N = P~'MP

[Proposition 15.]

Si M et N sont deux matrices semblables, alors det(M) =
det(N).

Etant donnés n € N* et A = (a;j)1<i<n, 1<j<n, ON ap-
pelle trace de la matrice A le nombre, noté Tr(A) défini

par : | Tr(A) = Zakk
k=1

[Proposition 16 (linéarité de la trace).]

Pour tous A, B € M, (K) et tous A € K, Tr(A+ AB) =
Tr(A) + ATr(B)

[Proposition 17 (trace de la transposée).]

Pour tout 4 € M, (K), Tr (A") = Tr(A)

[Proposition 18 (trace d'un produit).]

Pour tous A, B € M, (K) et tous A € K, Tr(AB) =
Tr(BA)

[Proposition 19 (trace de matrices semblables).]

Deux matrices semblables ont méme trace.
ie. :si M|\N € M, (K) et P € GL,(K) vérifient
N = P 'MP, alors Tr(N) = Tr(M)

Etant donnés f € L(E), on appelle trace de f le sca-
laire, noté Tr(f) défini par Tr(f) = Tr(Matg(f)), ot B
est une base quelconque de I'espace vectoriel £ de dimen-
sion finie.
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Chapitre V  Suites de fonctions

Soit I un intervalle réel. On dit qu'une suite (f,)nen de Soient I = [a,b] un segment, (fu)nen € F([a,b],K)N
fonctions bornée.s de F(I,K) ML 2 simplement une suite de fonctions continues sur [a,b], qui
sur I vers la fonction f: I — K si : converge uniformément sur [a,b] vers f € F([a,b],K).
b
Ve €1, fu(z) oo f(z) Alors la suite </a () dt) converge et :

b b
dn [ n@a= [ (m_sw) a= [ o

Soit I un intervalle réel. On dit qu'une suite (f)nen

de fonctions de F(I,K) converge uniformément Théoréme 4 (de convergence dominée, admis). |————
sur I vers la fonction f : I — K si ’_(
ilel?{|fn(t) —F@O} = lfn = flloo,r P— 0 Soient I un intervalle de R, (f,)nen € F(I,K)N tels
que :
i) pour tout n € N, In est

Proposition 1. continue par morceaux sur [;

ii) la suite (f,) converge simplement sur I vers

Si (fn) converge uniformément sur I vers f, alors (f,) une fonction f continue par morceaux sur [ ;
converge simplement sur I vers f. iii) il existe une fonction ¢ : I — R
continue par morceaux, positive et

P ition 2 intégrable telle que :
pour tout n € N, |f,| < . (hypothése de

domination de (f, ), par une fonction intégrable)

Soient I un intervalle réel, (f,,)nen € F(I,K)N une suite
de fonctions continues sur I, qui converge uniformément

sur I vers f € F(I,K). I sui Y
Alors f est continue sur 1. asuite . fn o converge |, et /If = lm I Inl

Alors les fonctions‘ fn, pour n € N, et f sont intégrable sur| ] ‘

n—-+oo

\ J

Proposition 5.

Soient I un intervalle, (f,)nen € F(I,K)Y une suite de
fonctions de classe C* sur I, qui converge simplement sur
I vers f € F(I,K), et telle que la suite (f,) de ses déri-
vées converge uniformément sur I vers h € F(I,K).

Alors f est de de classe C! sur I, et f' =h

Cours PC Chapitre V version du 31 mars 2020 14/36
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Chapitre VI Séries de fonctions

[Déﬁnition 1 (Sommes partielles).} [Proposition 2 (CVN via série majorante).]
Etant donnée une suite de fonctions (u,)nen € F(I,K)", Z o, une série num. convergente et Z Uy, série de fonc-
on définit la suite (Sy(-))nen de ses fonctions sommes n>0 n>0

N

tions telles que : Vn € N, (Vz € I, |un(2)| < an)

Alors Zun CVN sur 1.
n>0

partielles par : VN € N, Sy : z — Zuk(x)
k=0

[Proposition 3 (continuité de la somme).]

Soient I un intervalle réel, (u,)nen € F(I,K)Y une suite

de fonctions continues sur I, telle que la série de fonc-
tions Zun CVU sur I vers S € F(I,K). Alors S est
continue sur 1.

Soit I un intervalle réel, (up)nen € F(I,K). On dit

qu'une série Z u,, de fonctions converge simplement
n>0

sur [ si: [Proposition 4 (Intégration terme & terme sur un segment).]

si pour tout x € I, la série numérique Z un () CV

: n=20 Soient I = [a,b], (u € F([a,b],K)Y une suite de
Si tel est le cas, on définit la somme de la sé- ) [ ! I (tn)nen (1 ) o
fonctions continues sur [a,b], telle que la série Zun

rie de fonctions Zun() notée Zun . par : CVU sur [a b] vers S € F([a, b], K). Alors la série nume-
n>0 . n=0 nque Z/ dt CV et :

+o0
T;)unzl — K, x»—>7;)un(:v) : io (/abun(t) dt) :/ab Cﬁun(t)) dt:/:S(t) N

n=0

Théoréme 5 (d'intégration terme a terme sur un intervalle qcq).
Définition 3. ~ (dintég acq).

Soient I un intervalle de R, (f,)nen € F(I,K)N tels
On dit qu'une série de fonctions Zun (Jn)nen (LK)

que :
n>0 q P .
fonctions de F(I,K) converge  uniformé- i) vn €N, f, est c.p.m. et intégrable sur I;
ment sur I intervalle réel vers sa somme S ii) la série de fonctions an CVS sur I vers
. n>0
St ?:Lel?{ Zu” - } = [IS8 = Slloo,r NHJFOO) 0 S continue par morceaux sur [ ;

iii) la série num. E /|fn )|dt converge (domination

n>0

)

Alors la somme S de la série Z fn

n>0
Zun une série de fonctions de F(I,K) converge ‘est oG e s I‘ la  série Z fn eVl et
nor | >0 ,
normalement sur I si la série numérique (positive) "

+o0 IS
n};{) [unloc,r converge. / <Z fn(t)> dt=>" / fa(t)dt
I n=0 n=0 Z

[Proposition 1 (CVN = CVU, CVU — CVS).] - [Proposition 6 (Dérivation terme a terme).]

Soient I un intervalle, (uy)nen € CHI,K)N telle que la

Si u,, CVN sur I, alors elle converge uniformément. . .
Z " 8 série de fonctions Zun CVS sur I vers S, et telle que la

n>0
Si Z u,, CVU sur I, alors elle converge simplement. serie Zu; de ses dérivées CVU sur I vers T'.
n>0 Alors S est de de classe C* sur I, et S" =

Cours PC Chapitre VI 15/36
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Chapitre VII Réduction

[Déﬁnition 1 (sous-espace vectoriel stable).}

On dit qu'un s-ewv. F de E est si

u(F)CF

Soit u € L(E). Ker(u) et Im(u) sont stables par wu.

[Déﬁnition 2 (droite stable).}

Soit u € L£(E). Un droite vectorielle D = Vectg () =
{a¥; o € K} dirigée par un vecteur non nul ¥ est dite
stable par u si : u(D) C D

Soient u € L(E), ¥ € E un vecteur NON NUL, dirigeant
la droite D = Vectg (7).
Alors D est stable par u si et seulement si I\ €

K; u(7)=\7.

{Définition 3 (vecteur propre).]

Soit w € L(E). Un vecteur ¥ € E est dit
vecteur propre de u si

{sex o
Mek; u(?)

I &l

AT

Pour un tel A € K, on dit que le vecteur propre U est
associé a la valeur (propre) A.

Pour un vecteur ¥ NON NUL, on a I'équivalence entre :
i) ¥ est un vecteur propre de u € L(E)
i) la droite Vectx(7') est stable par w.

Cours PC Chapitre VII

[Définition 4 (valeur propre).}

Soit u € L(E). Un scalaire A € K est dit valeur propre
de u s'il existe un vecteur ¥ € E NON NUL tel que :

AN f
(1) {u(ﬁ) = \U

Pour un tel vecteur ¥/ € E (NON NUL), on dit que la
valeur propre \ est associé au vecteur (propre) U .

A est valeur propre de u ssi u — Aidg est non inversible
A est valeur propre de u ssi det(Aidgp —u) =0

[Définition 5 (spectre).}

Soit u € L(FE). On appelle spectre de u dans K I'en-
semble noté Spy (u) défini par :

Spy (1) = {A eK; 37 € E\ {05}, u(?) = w}

il s'agit de I'ensemble des valeurs propres de u appartenant
a K.

[Définition 6 (sous-espace propre).]

Soit u € L(FE), et A € Spg(u) une valeur propre de .
On définit le sous-espace propre de u associé a la va-
leur propre A, noté E, » ou E) par :

| Bu = Ker(Nidg — u) = {¥ € B; u(¥) = \7}]

lemme 5. Pour tout A € Spy(u), E, x est un sous-espace vecto-
riel de E contenant au moins une droite stable engendrée par un
vecteur propre U (non nul!!l) associé a \.

En particulier,

lemme 6. E,... E, la base canonique de M, 1(K) et z € K, on

a :det ([Cy,...,Chl —2l,) =

det ([Cy — zEy,...,Cp — 2E,]) = det([Cy,...,Cp]) 2°+... z' +
o (D) T([C, ..., CR) T (1) "

Soit A € M, (K). L'application x — det(zl, — A) est
polynémiale de degré n en z. On la note x4, et le poly-
néme de K,,[X] associé est appelé polynéme caracté-
ristique de A.

version du 31 mars 2020 16/36
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Soit u € L(F). L'application = — det(zidg —u) est poly-
ndmiale de degré n en x. On la note x,, et le polynéme de
K,,[X] associé est appelé polynéme caractéristique
de u.

[Déﬁnition 9 (multiplicité).}

Soit u € L(E) (resp. A € M, (K)), et A € K une valeur
propre de u (resp. de A).

On  appelle ’ multiplicité de la valeur propre A la

multiplicité de la racine A dans le polynéme caractéri-
sique x,, de u (resp. x4 de A).

(i.e. my est la puissance de X — X dans xu)

Soient u € L(F), avec E de dimension n. Le poly-
ndme caractéristique x, de u est scindé sur C. Soient

s €N, et A,...,\s les valeurs propres deux a deux dis-
tinctes de u, de multiplicités respectives my,,...,my,.
S
Alors Zm;w =net
i=1
S
xu = [ (X = x>
i=1

Soient u € L(E), avec E de dimension n et son polynéme
S

caractéristique scindé y, = H(X — ;)™\, avec s € N,
i=1

et \1,..., A5 les valeurs propres deux a deux distinctes de

u, de multiplicités respectives my,,...,mx,.

s

Alors | det(u) = H AN et | Tr(u) = ZmAi)\i
i=1 =1

[Définition 10 (diagonalisabilité).}

Soit u € L(FE). On dit que u est diagonalisable sur K
s'il existe une base B’ = (vy,...,v,) de E constituée de
vecteurs propres de wu.

[Proposition 11.]

Soit u € L(E) diagonalisable, B’ = (v1,...,v,) une base
de vecteurs propres associés dans cet ordre aux valeurs

propres (répétées ou non) (d1,...,d,) € K™
6 0 ... 0 0
0 d9 0 0
Alors Matg (u) = | : 0 | =D est
. . 5n71 0
0o 0 ... 0 On

une matrice diagonale. En outre, en notant P la matrice
de passage de la base canonique de la base B a la base
B, et A= Matp(u), on a :

PlAP=D
PDP =4

[Définition 11 (diagonalisabilité) ]

Soit A € M, (K). On dit que A est diagonalisable sur K
si I'endomorphisme u canoniquement associé est diagona-
lisable.

Proposition 12.

Une matrice carrée est diagonalisable si et seulement si
elle est semblable a une matrice diagonale.

lemme 13. Toute famille de vecteurs propres de u € L(E) asso-

ciés 4 des valeurs propres deux & deux distinctes est libre.

lemme 14. Soit u € L(E), s € N*, et A1,..., s les valeurs
propres deux & deur dictinctes de u.
Alors la somme des sous-espaces propres est directe :

Zé:E,\i = éEM C F.
i=1 i=1

[Proposition 15 ( dimension des s.e.p. et multiplicité).]

Soient u et v dans L(E) tels que [uov =wvou] Alors

tout s.-e.v. stable par u est stable par v.

[Proposition 10.] Soit A € K une valeur propre de u € L(E), de multiplicité

my, et Ey le sous-espace propre associé.

Soient u et v dans L(E) tels que [uov =wvou] Alors Alors ‘ 1 < dim(E)) < my. ‘

Ker(u) et Im(u) sont stables par v.

Cours PC Chapitre VII 17/36
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,—[Théoréme 16 (CNS de diagonalisabilité).]—

Soient u € L(E), s € N, et \q,..., A\ les valeurs propres
deux a deux distinctes de u, de multiplicités respectives
Mr,,--.,Mx,, €t Ex ..., Ey, leurs sous-espaces propres
respectifs.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) u est diagonalisable sur K;

i) | B = @E,\
=1

iii) |Vi € [1,5], dim(E),) =my,| e n =

> dim(Ej,).
=1
iv) [dimE = )" dim(E))|
AESp(u)

[Proposition 17 (CS de diagonalisabilité).]

Soit u € L(E) de polyndme caractéristique xy.

Si ‘Xu est scindé ‘é racines simples ‘ sur K, alors

‘ u est diagonalisable ‘ sur K.

[Proposition 18 (CS de diagonalisabilité).]

Soit A € M, (K) de polyndme caractéristique ..

Si ‘XA est scindé‘ a racines simples‘ sur K, alors

‘ A est diagonalisable | sur K.

Définition 12.

Une matrice A € M, (K) est dite trigonalisable si elle
est semblable a une matrice triangulaire.

Cours PC Chapitre VII

’Si le polynéme caractéristique‘ xa de A € M, (K) est

(sur K), alors ‘ A est trigonalisable. ‘

i.e. 3P € GL,(K); T = P~ AP triangulaire

Définition 13.

Un endomorphisme u € L(E) est dit trigonalisable s'il
existe une base dans laquelle la matrice représentative de
u est triangulaire.

[Proposition 20.]

Soit (61,...,6p) € K",D =
5 0 ... 0 0
0 6 0 0
0 | diagonale, alors
bn_1 0
0 0 0  6n
&0 0 0
0 6 0 0
Vk e N, D¥ = 0
sk 0
0 0 0 ok

Proposition 21.

Soit u € L(E) diagonalisable, B’ = (v1,...,v,) une base
de vecteurs propres associés dans cet ordre aux valeurs
propres (répétées ou non) (401, ...,0,) € K", Matg (u) =

60 0 ... 0 0
0 &9 0 0
= ' 0 | = D. En notant P la ma-
: . 6n,1 0
0 0o ... 0 On,

trice de passage de la base canonique de la base B a la
base B', et A = Matg(u), on a :

Wk €N, A* = PD*P~!
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Chapitre VIII Equations différentielles

,—[Théoréme 1 (EDL 1 a coef. constants avec second membre).]

Soient I un intervalle de R, a € K, et g : I — K
dérivable.

Notons‘(H) : y'fay:()‘et’(E) : y'fay:g(t)‘.
de
(H)

I'équa-
est

solutions
homogéne

SH:{f:I%K, t = Ae™, )\EK}.
e Si yp est une solution particuliére de (E),

I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E)
est

Sg={f:1—=K, t—yy(t)+ ", AeK}.

L'ensemble des
différentielle

[ ]
tion

\.

J

,—[Théoréme 2 (EDL 1 3 coef. continus avec second membre).]

Soient I un intervalle de R, a : I — K continue, et A une
primitive (quelconque) de a sur I, et g : I — K dérivable.

((H) : ¢ —alt) y=0]

[(B) : ¢/ —a(t) y=g(t)]
e L'ensemble des solutions de I'équation différentielle (H)
est

SH:{f;I—>K, £ AeA® )\GK}.

Notons

et

e Si yp est une solution particuliére de (E) ,
I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E)
est

SE:{f:I—HK, t i yp(t) + AeA®), )\EK}.

\

J

,—[Théoréme 3 (EDL 2 3 coef. constants avec second membre).]

Soient I un intervalle de R, a et b appartenants a C, et
g : I — C deux fois dérivable.
Notons 11 et 79 les deux racines complexes de I'équation

2 —ar—b=0. Notons‘(H) g y”*ay/*by:()‘et
[(B) : " —ay/ —by=g()|

o Si et yp est une solution particuliére de (E) :
Ser={f:1—C, t= A" +pe™", (A p) € C*}

et

Scp={f:1—=C, t—yy(t)+ A"+ pue™, (A p)€

2}

o Si et yp est une solution particuliére de

(E) :
Scu={f:I—C, t—~ (A+put)e™, (\pu) eC?}

et

Scp={f:I=C, t—=y,(t)+ A+ put)e™’, (A p) ed

Cours PC Chapitre VIII

Pour une équation (E) : y" + by’ + cy = Acos(wt) +
Bsin(wt) de second membre de la forme c(t)
A cos(wt)+Bsin(wt) avec A, B,w, b, ¢ € R, on peut cher-
cher une solution particuliére y, sous la forme : y, : t —
C cos(wt) + D sin(wt)

Soient (dy,...,d,) € K" et D = Diag(dy,...,dy) €
M, (K), (201,---,20n) € K" les coordonnées
de Zy € M (K). Le probléeme de Cauchy
7 = D4 (H)
PC
( ){ Z(to) = Zo (CI)
admet pour unique solution |'application
2016d1 (t*to)
Z i t— :
Zonedn(t_t())

[Proposition 6 (cas complexe).]

Soient n € N, et A € M,(C)
diagonalisable ; notons ‘ X'(Y=AX() (H) ‘
Soient D = Diag(di,...,dn) € Mn(C) et B = (Vi)i<i<n €
(C™)™ une base de C™ telle que Vi € [1,n], AV; = d;V;, et
P = (V1|...|Va) € GL,(K) la matrice de passage de la base cano-
nique a B', de sorte que D = P"1AP.

Alors |I'ensemble Sy des solutions X : R — C"

de (H) est :
}

|

Pour trouver les solutions réelles, on remplace les paires de
termes complexes conjugués par la somme de leurs parties
réelles et imaginaires.

une matrice

n
t— > pe™ Vis (uk)1<k<n € C"
k=1
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On appelle systéeme différentiel linéaire tout systéme
d’équations de la forme (&)

a11(t) z1(t) + -+ + a1n(t) 1(F)

74 (2) : bi(t)
T D ang(t) (1) Tl
A0 = balt)
71(2)
ou encore, en notant X : ¢ —— :
In(t)
X'(t) = A(t) X(t) + B(t) (€)

ou ¢ désigne le temps, B : t — M, 1(R) est une fonc-
tion continue est connue, X : ¢t — M, 1(R) est une
fonction dérivable inconnue, et A : R — 9, (R), t —
(@i (1))1<i<n, 1<5<n

Si en outre on impose une condition initiale, on parle de
probléme de Cauchy :

X'(t) = A@t) X(t)+ B(t E
PO Xy OO &

avec o l'instant initial, et Xy € 9, 1(R) la position a
I'instant initial.

,—(Théoréme 7 (Cauchy-Lipschitz linéaire (ADMIS, preuve HP)).J

Soient I un intervalle réel, ¢y € I (un instant initial),
n € N*, Xy € M, 1(K) (une position a I'instant initial),
A, B deux fonctions de F(I, 9, 1(R)).

Supposons que A et B sont continues sur I, alors le
probléme de Cauchy

X'(t) = A(t) X(t)+ B(t E
Pl X = &) OHRO G

admet une unique solution X : I — M, 1(K), de

classe C! sur I.

Cours PC Chapitre VIII

Proposition 8.

Soient I un intervalle réel, t¢c € I, n € Nfet
A € C°I, M, 1(K)). Notons (H) Z'(t) = A(t) Z(1),
et Sy |'ensemble des solutions de (H).

Alors Sy est un K -e. v, et ¢ : M, 1(K) — Sy

ZO — Z
r_
avec Z la solution du pb de Cauchy { g(t_){(gz
0) = Zo

est un isomorphisme. Ainsi Sy est un K-e.v. de
dimension n.

[Proposition 9 (principe de superposition).]

Soient I un intervalle, tc € I, n € N* et A €
CO(I1, M, 1(K)).

Notons (£) X'(t) = A(t) X(t)+ B(t), et Sg I'ensemble
des solutions de (£). Soit (H) I'équation homogéne asso-
ciée , et Sy I'ensemble de ses solutions.

Si X, : I — M, 1(K)) est une solution de (&), alors
Se={X:t— X,(t) + Z(t); Z € Sy}

Ainsi S¢ est un espace affine de dimension n, pas-
sant par X, et dirigé par l’e. v. Sy.

,—[Théoréme 10 (de Cauchy-Lipschitz linéaire d'ordre 2)}—

Soient ty € I, et xg,vy € K, a,b,c,d : I — K continues
et supposons que [a ne s'annule pas sur I]. Alors

a(t)y” +b(t)y +ct)y = d(t)
le pb de Cauchy (PC) < y(to) = 1

y/(tO) = o
admet une unique solution 3 : I — K.

Proposition 11.

Notons Sy I'ensemble des solutions de (H).

1) Pour tg € I fixé, 'application

01, Sg — K2 y — (y(to),y'(to)) est un isomor-
phisme de K-e.v.

2) Sy est un K-e.v. de dimension 2.

Notons Sy, I'ensemble des solutions de (L).
Soit y,, une solution de (L). Alors S;, = {y, +¢; ¢ € Su}
i.e. Sp, est I'espace affine de dimension 2.

version du 31 mars 2020 20/36
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Chapitre IX Espaces probabilisés

Si ) est un ensemble, on appelle tribu des événements
sur £ une partie A de I'ensemble P(£2) des parties de 2
telle que :

1. Qe A,
2. pourtout Ac A, A=Q\ A€ A,

3. pour toute suite (A,),>o d'éléments de A, la
+oo
réunion U A,, appartient a A.

n=0

[Déﬁnition 2 (Evénements incompatibles).}

Deux événements. A et B sont dits incompatibles si
ANB=0.

Si Q est un ensemble et A une tribu sur 2, on appelle
probabilité sur (2, A) une application P: A — [0, 1] telle

que :
1. P(Q) =1,
2. pour toute suite (A, )n>0 d'événements incompa-
tibles,
—+oo +oo
P(U An> ~ S P(4,)
n=0 n=0

On appelle espace probabilisé un triplet (Q,.4,P) ot A
est une tribu et P une probabilité sur (2, A).

[Déﬁnition 5 (Loi d'une variable aléatoire discréte).}

Une variable aléatoire discréte X sur (Q,.A,P) est une
application définie sur 2 dont I'image est finie ou dénom-
brable et telle que I'image réciproque de tout élément de
X (Q) appartient 3 A.

Sa loi est la donnée des P({X = k}) pour k € X(£2), on
la note Px, et on peut la définir comme suit :

Vk € X(Q), Px({k}) = P(fw € % X(w) = k})

— P({X = k}) = P(X"'({k}))

Cours PC Chapitre IX

\.

— Théoréme 1. \

Si X prend ses valeurs dans { =, ; n > 0 }, les z,

étant distincts, et si (p,,)n>0 est une suite de réels positifs
—+oo

vérifiant an =1, alors il existe une probabilité P sur

n=0
(Q, A) telle que P(X = x,,) = p,, pour tout n € N.

On appelle loi de Bernoulli de paramétre réel p € [0,1] la
loi, notée b(p), définie pour X < b(p) par :

P{X =0} =00-p)et P{X =1})=p

On appelle loi binomiale de paramétres N € N* et
p € [0,1] la loi, notée B(N, p), définie pour X — B(N, p)
par :

Vk € [0, N], P{X = k}) = (Z)pku__lﬁN_k

On appelle loi géométrique de paramétre réel p la loi, no-
tée G(p), définie pour X — G(p) par :

vk e N, PUX = k}) = (1—p)*'p

On appelle loi de Poisson de paramétre réel A la loi, notée
P(X) définie pour X — P(\) par :

+oo
() An € A
n=0
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[Proposition 3 (Continuité croissante )]

si (An)n>0 est une suite d’événements telle que, pour tout
n, on ait A, C A,41, alors :

+o0o
A P =2(U ).

[Proposition 4 (Continuité décroissante )]

si (Ay)n>0 est une suite d’événements telle que, pour tout
n, on ait A,+1 C A,, alors :

+ oo
o () =R (1) 4o

[Proposition 5 (Sous additivité :).]

si (A )nen est une suite d'événements, alors :

() <5Seean

n=0 n=0

Définition 10.

Si A et B sont deux événements tels que P(B) > 0, on
appelle probabilité conditionnelle de A sachant B le réel

{Déﬁnition 11 (Indépendance de deux événements).}

Deux événements A et B sont dits indépendants si
P(ANnB)=P(A) x P(B).

Si P(B) > 0, A et B indépendants ssi Pp(A) = P(A4).

[Déﬁnition 12 (Indépendance 2 a 2)]

Des événements Aq,..., A, sont dits deux a deux in-
dépendants si pour tous i,j € [1,n], P(4; N A4;) =
P(A;) x P(4;)

Cours PC Chapitre IX

version du 31 mars 2020

[Définition 13 (Indépendance mutuelle).]

Des événements Ai,...,A, sont dits mutuellement
indépendants si pour toute partie J non vide de 1, n],

ona:
P (4] =1]Pwy

jeJ Jje€J

[Proposition 7 (Formule des probabilités composées).]

Soient Ay, ..., A, des événements tels que
n
P(ﬂ A;) # 0. Alors
i=1
P(4; N N Ay) =

P(Al)PAl (AQ)PAlﬁAz (A3) ooo Pﬂ?*I A; (An)

i=1

Définition 14.

Systéme complet dénombrable d’événements. Une famille
dénombrable (A, )nen d'événement est dite systéme

complet dénombrable d’événements si :
—+oo

Q= UA" et,
n=0
Vi # 7, AiﬁAjZQ)

[Proposition 8 (Formule des probabilités totales).]

si (An)neny est un systtme complet d'événe-
ments, alors la série ZP(B N A,) converge et

+oo
P(B) = ZPAn (B) P(An)
n=0

[Proposition 9 (Formule de Bayes).]

Soit (A, )nen est un systéme complet d'événements, et B
un événement tel que P(B) > 0.

P4, (B) P(Ax)

+oo
n=0

Alors Vk € N, |Pp(Ag) =
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Chapitre X Séries entiéres

Soit (ay)nen une suite de CYN. On appelle série entiére

(de la variable complexe z) la série de fonctions Z un(+)
n>0
définie par :

YvneN, u,:C — C
z = ap "

On la note parfois (abusivement) Z an z"
n>0

[Proposition 1 (Lemme d’AbeI).]

Soient (a,)nen une suite de CN et zy € C*.
Si la suite (a,2q) est bornée alors, pour tout nombre com-

lexe z tel que |z| < |zg], alors la série anz" est ab-
0

solument convergente.

[Déﬁnition 2 (Rayon de convergence).}

Soient (an)neny une suite de CN. On appelle
rayon de convergence de la série entiére E an 2" le

nombre R € R™ défini par :
R =sup {r € R; la suite (a,7")nen est bornée}.

Soient (a, )nen une suite de CYN, et R le rayon de conver-

gence de la série entiére Zanz”. Alors pour tout z € C

n

tel que |z| < R, la série numérique E anz" converge

absolument.

Soit (an)nen une suite de CN et R le rayon de conver-
gence de la série entiére Zanz”. On appelle disque

ouvert de convergence |'ensemble noté D(0, R) dé-
fini par :
D(0,R) ={z € C;|z| < R}

Cours PC Chapitre X

[Proposition 3 (a savoir redémontrer).]

Soit (ay )nen une suite de C et R le rayon de convergence
de la série entiére E anz".

1. Si z € C est tel que Zanz” converge, alors
R > ||

2. Siz € Cest tel que Zanz” diverge, alors R < |z|

[Proposition 4 (HP (a savoir redémontrer)).]

Soit (an)nen une suite de CY qui ne s’annule jamais,
et R le rayon de convergence de la série entiére E 02",
Pour z #£ 0, et n € N on pose a,, = a,2".

n+1
a . Ap41 2
Si lim |2 " | =z
n—-+0oo ap 2"

1 : .
Pour tout z tel que |z| < 7 la série numérique Zanz”

est ACV, donc R > %

1 . .
Pour tout z tel que |z| > 7 la série numérique Zanz”

est GDV, donc R < %

Ainsi R le rayon de convergence de la série entiére

1
nZ'" vaut R = —.
Zaz vau 7

[Proposition 5 (Série entiére géométrique).]

La série entiére E 2™ a pour rayon de convergence
n>0

R=1.
(-
Pour tout z € D(0,1), on a = Z z"
n=0

1—2z

[Proposition 6 (Série entiére exponentielle).]

n
a a5 4

La série entiére E - da pour rayon de convergence
n!

n>0
R = +c0.
+oo P
Pour tout z € C, sa somme exp(z) = —
p(2) ; =
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[Proposition 7 (Continuité de la somme).]

Soit E anz" une série entiére de rayon de convergence
“+oo
R > 0. Alors la somme S : z — g anz" est continue

n=0
sur D(0, R).

Les séries entiéres E apz" et E na,z" ont méme rayon
de convergence.

[Proposition 9 (comparaison).]

Soient Z apz" et Z b, 2" deux séries entiéres de rayons
de convergences respectifs R, et Ry. Alors :

i) sia, =0(b,), alors R, > Ry;

ii) si|an| ~ |by|, alors R, = Ry.

[Proposition 10.]

Soient E anz" et E b,z" deux séries entiéres de rayons
de convergences respectifs R, et Ry. Alors le rayon de
convergence R de la série entiére somme E (an + bp)2"

vérifie I'inégalité : ‘R > min(R,, Rp) ‘

En outre, il y a égalité si et seulement si R, # Ry.
+oo

—+oo
Enfin, Vz € D(0, R), Z(an + by)2" = Zanz” +
n=0

+oo
> b
n=0

n=0

[Proposition 11 (Rayon de convergence du produit de Cauchy )]

Etant données deux séries entiéres E a2 et E bp 2"
n>0 n>0
de rayons de convergence R, et R;, le rayon de conver-

gence R. de leur produit de Cauchy chz" vé-
n

rifie R. > min(R,, Rp), (o0 Vn ¢, = Zakbn,k =
k=0

Z apby ). En outre, pour tout z € C tel que

p,q€EN; p+g=n
|z| < R., ona:

io cr?® = :oo (Zk: apbkpz’“> = (+§ apzp> (f quq)

k=0 =0 \p=0 p=0 q=0

Cours PC Chapitre X

,—[Théoréme 12 (Convergence normale).] \

Soit E an,t™ une série entiére de la variable réelle de

n>0
—+o0
rayon de convergence R, et f = Zun sa somme, avec
n=0
VneN, u, :t— apt™.
Alors pour tout segment K = [—a,a] C] — R, R|, pour

0 < a < R, la série de fonctions E U, CONVErge norma-
lement sur K.

\ J

,—[Théoréme 13 (Continuité de la somme sur |'ouvert de cvce).]

Soit E a,t™ une série entiére de la variable réelle de rayon
n>0
de convergence R > 0.
o0

Alors sa somme f : ¢ +— Z a,t™ est définie et continue

n=0
sur | — R, R].

J

,—(Théoréme 14 (intégration t 3 t d'1 somme de série entiére).J

Soit E anz" une série entiére de rayon de convergence

n>0
zn+1
R, et f sa somme. Alors la série entiére Z n—— aun
n>0 n+l
rayon de convergence R. De plus, toute_primitive F sur
+oo
|- R,R[de f:]—RR[—C, t+— Zant" est de la
n=0
forme :
+oo t’n+1
F:|-RR—-C,t— F( —
|- RRI> € tm FO+ Y animy

,—[Théoréme 15 (dérivation t a t d'1 somme de série entiére).]

Soit E a, 2" une série entiére de rayon de convergence

R, et S sa somme. Alors

1) S:] — R, R[— C est dérivable sur | — R, R[ et
+oo +oo

Yt €]-R,R[|S'(t) = Y napt"' = > (m+ Damprt™
n=1

m=0

2) S est de classe C*° sur | — R, R[ et pour tout k € N,

on a
—+oo —+oo

n! e m+k)! m
WW:ZmAM”kZZ(m)%W

n=~k m=0
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Une fonction f : I — C définie sur un intervalle I conte-
nant 0 est dite développable en série entiére s'il existe un
réel r > 0 et une suite (an) € CN tels que : | —r,7[C T et

Vee]—rr] Zant"

(Proposition 16 (unicité du DSE). |

Soit S la somme de la série entiére Zanz” de rayon
de convergence R > 0. On a : Pour tout n € N,

- S (0)
oo
+oo
En particulier, si f : ¢t — Zant” est DSE sur un inter-

n=0
valle non vide | — r,r[, avec R < 0 et

si f(t) =0, Vt €] — R, R[, alors | Vn €N, a, =0

[Proposition 17.]

1
La fonction f : t — T est développable en série en-

tiére sur | — 1,1] et

vt €] —1,1], 7—27:”

[Proposition 18.]

+oo
. "
La fonction f : t — exp(t) = E — est développable en
n!

- - ”L:O
série entiére sur R.

De plus elle vérifie I'équation différentielle 3/ = v, avec la
condition initiale y(0) = 1, donc

t"L
VteR, e =exp(t) = Z )
n=0

[Proposition 19.]

Soit a € R. La fonction f : ¢t — (1+1t)® est développable

en série entiére sur | — 1,1] et
Vi el —1,1],

= 1
(1 +1)° _1+Z (a ntlm

Cours PC Chapitre X

X (~1)p 2P+

sint = E ——— ||, pour tout t € R
] = =
= (@p+1)

N

cost = Z

, pour toutt € R

= (2p)
+o00 k
E ﬁt pour tout t € R, avec z € C fixé
k=0

, pour tout t €] — 1, 1]

, pour tout t €] — 1, 1]

1 oo
1+ ¢2 = Z(—l)thP, pour tout ¢ €] — 1,1]
1 +o00
1 5 ZZtQP, pour tout t €] — 1, 1]
_ =
+00 p 1
tP
1—|—t :Z , pour tout t €] — 1, 1]
p=1
“+oo
tp
ln(l = t) = — Z —, pour tout t € [—1,1]
p=1 .

X (~1)pg2pH

Arctan(t) = Z
o 2p+1

! 1++EOO (2n)! 27 vt € [
= — 5t vt el - 1,1
V1—1¢2 n:1 (2 n')

, pour tout t € [—1,1]

’ t2", vt el —1,1]

1
— =1
V1 +1¢2 +Z 271 l

\/7 1+Z 2n ' t", pour tout t €] — 1, 1]

1-3. (Zn — 1) -~ (2n)'
(car 2.4.....(2n)  (27n!)2

+oo
(2n)!
Arcsin(t) =t + Z e Ml vt €] — 1,

£2n+1
1
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Chapitre XI Isométries, endomorphismes symétriques

[Proposition 3 (propriétés de la norme associée a un p.s.).]

Une application B : £ x E — R est dite si Soit E un R-espace vectoriel euclidien pour le produit sca-
Vy,y,2 € B, VA ER, < mjy + Xz >=< z;y > +X < laire < ; > et || || la norme associée.
Tyz> et <z+Ay;z>=<z;2>+HA<y;z > Pour tous vecteurs u et v on a :

<u+ovlutv>=|ul?+2<ulv>+|v|?

{Définition 2 (Produit scalaire).]

L <u—vju—v>=|ul* -2 <uv > +|v|?
L'application < e;¢ > FEF x E — R est un

produit scalaire réel si :

i) < e;®> est|symétrique Définition 4.

(ile. Vo,w € B, < w;v >= < v;w >);

Une famille 7 = (z1,...,2,) de vecteurs de E, pour

ii) < e;e > est|bilinéaire n € N* fixé, est dite orthogonale si :
iii) < e;@ > est|positive |(i.e. Vv € E, < v;v > >0); V(i,j) € [Ln]", i # j =< zi|lz; >=0

iv) < e;@ > est (iie. Yo € E, (< v;v >=
0 =v=0g)); Proposition 4.

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

[Proposition 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz (rappel PCSI)).]

E espace vectoriel muni du ps. < e;e >. Alors F[Théoréme 5 (de Pythagore).] \
Y(u,v) € B2, | <ulp > | < /< ulu>y/< oo > ] ]

— - Soit F = (v1,...,v,) une famille orthogonale de vecteurs
en particulier, si || || : z — y/<zlz>  on a: n 2,
[V(uv) € 22, | <ulo>| < ful [l ] de B.alors | > g =D [l
En outre, il y a égalité si et seulement si u et v sont coli- =1 =1
néaires.

L Définition 5 (B.O.N.). |

Une famille B = (ey,...,e,) de E est dite base orthonor-
Si < e; @ > est un produit scalaire sur E on dit que I'ap- mée si elle est libre et génératrice et vérifie :
plication || || : @ +— /< x;2 > est S
la norme associée 3 3 o g ) 1 sii=]
Vi,j e [1,n], <elej >=46] = 0 Edce

[Proposition 2 (propriétés de la norme associée a un p.s.).]

Soit E' un R-espace vectoriel euclidien pour le produit sca-
laire < ; > et || || la norme associée.
L'application || || : E — R vérifie les propriétés (caractié-
risant une norme ) :
i) Ve € E, ||z|| >0 (positivité) ;
i) Ve e E, [||z]| =0 =2 =0g] (séparation);
i) Ve € E, VA € R, ||Az|]| = |A|||z]] (homogé-
néité) ;
iv) V(z,y) € E% |lz+yl < llzll + |yl (inegalite
triangulaire) ;
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[Proposition 6 (coordonnées dans une b.o.n).] [Définition 7 (sev. orthogonaux).]
Si B = (e1,...,e,) est une base orthonormée de E, On dit deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont

n n orthogonaux si : Vf € F, Vg€ G, < f|g >=0.
B = Zz,;e,; ety = Zyjej deux vecteurs de E de co- |

=1 i=1
ordonnées respectives dans cette base (z1,...,z,) € R"
et (y17 o0 7yn) S Rn, alors :

[Proposition 8 (somme directe orthogonale).]

Si I et GG sont deux sous-espaces vectoriels de F ortho-
gonaux, alors la somme F'+ G est directe. On dit qu’elle
est directe orthogonale, et on note F+G = F G =
Fota.

dém : Pourz € FNG,ona <z|lr>=0,doncz=0g [

[Proposition 9 (projeté orthogonal sur un s.e.v. de dimension finie)

Soit (E,< | >) un espace préhilbertien (réel, de di-
T Y1 mension quelconque) et V un s.e.v. de E de dimension
Remarque 2. En posant X = | . et Y = |[. , le cal- finie.
n “Tn Yn Pour tout z € F, il existe un unique élément y € V
1. : )
cul de < zl|y >= Zxkyk € R s’identifie au calcul matriciel tel que z —y € V; il est noté y = Py () et est appelé
k=1 ‘projeté orthogonal ‘ de x sur V.
n "
En outre si (U1, Up) est une
Ty _ ’ ) s Un
XY = (; xk?yk’) € Mu (R). base orthonormale de V, alors
=1

n
Py(z) = Z < ujlr > uj.
j=1

[Proposition 10 (somme directe orthogonale).]

Pour E de dimension finie, si I est un sous-espace vecto-

} riel de E, alors | E = F ot |

dim(F*) = dim E — dim(F)

~—

Proposition 7 (Algorithme de ‘ gram-jc/imitft‘

Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension
n € N*et B=(f1,...,fn) une base de vecteurs de E.

En posant, |e; — Lfl s g 4 ellan ae 2 8w [Proposition 11 (inégalité de Bessel).]

' Il ) '

P Si V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de
e =fi— Z <elfi>epete; = ! e I'espace vectoriel E et x € E fixé.

C o ' Co el | Alors :
Ve e B, ||| > ||Pv(x
la famille [BGS = (e1,...,e,) est une base orthonormée]. >zl = |1 Bv ()]
En outre ¥ 1 < i < n, Vect(es &) = De plus le vecteur Py (z) est I'unique vecteur yo € V tel
= = ) DIORRONE ) - .

Vect(f1, ..., fi). que ||z — yol| —ggglla:—yll

[Déﬁnition 6 (orthogonal d'un s.e.v.).}

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On appelle sous-
espace (vectoriel) orthogonal I'ensemble, noté F+
défini par :

Ft={ycE;VzeF, <zly>=0}.
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Chapitre XII Séries génératrices

[Déﬁnition 1 (Fonction de répartition).]

On appelle fonction de répartition de la variable aléa-
toire réelle discréte X la fonction :Fx : t — P({X < t})

F'x est croissante sur R, 75_lgrnOO Fx(t) =1, t_lglinoo Fx(t) =
0,

Série génératrice d'une variable aléatoire a valeurs dans N :

Gx(t) =E(t*) = io P(X =n) t".

n=0

Proposition 2.

La variable aléatoire X admet une espérance E(X) si et
seulement si Gx est dérivable en 1, auquel cas, E(X) =

G'x(1).
La variable aléatoire X admet une variance si et seulement
si Gx est deux fois dérivable en 1.

Si X et Y sont deux v.a. indépendantes, alors Gxy =
GX X Gy

On appelle loi géométrique de paramétre réel p la loi, no-
tée G(p), définie pour X — G(p) par :

Vk e N*, P{X =k}) = (1—p)*1p

Cours PC Chapitre XII

version du 31 mars 2020

Pour X de loi G(p), on a :

E[X] = % V{X] = 1};2’, Gx(s) =

[Proposition 5 (La loi Géométrique est sans mémoire).]

Si P est la loi d’une v.a.r. 3 valeurs dans N, elle est géo-
métrique si et seulement si

Vk,n €N, P(X >n+k|X >n)=P(X > k).

On appelle loi de Poisson de paramétre réel A la loi, notée
P(X) définie pour X — P(\) par :

Pour X de loi P(\), on a:
E[X] =\ V[X] =), Gx(s) = Als=1)

[Proposition 7 (additivité de poissons indépendantes).]

Si X — P(\) etY — P(u) sont deux v.a. indépendantes,
alors X +Y — P\ + p)
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Chapitre XIII Fonctions de 2 ou 3 variables, surfaces

Soit @ un point de E, j € [1,p], et f: E — R.
On dit que f admet une dérivée partielle en a par rapport

a sa j™° coordonnée z; si la limite suivante existe et est
finie (dans R) :

Jim % (f(a+ hel) — f(a))

h—0

. 0 -
Si tel est le cas on note 97 (a) la valeur de cette limite.
-
j

Soit U un ouvert de E. Une application f : E — R est
dite de classe C* sur U/ si ses applications dérivées partielles

of

u 8—(u) pour j € [1,p], existent et sont continues
-

J
sur U.

Soit U un ouvert de RP.
L'ensemble C' (U4, R) est un R-espace vectoriel.

[Proposition 2 (D.L. d'ordre 1)]

Soient U un ouvert de R?, a = (a;)1<i<p un point de U,
et f €C'(U,R) . Alors

fla+F)_= 1@+ gE@+o(IT1)

h —0

Soit 2 un ouvert de R?, a un point def et f : { — R une
application de classe C* sur . On appelle (vecteur) gra-

dient de f en a le vecteur, noté Grad f(a), correspondant

of
PG
of .
au vecteur colonne a—(a) dans la base canonique.
7
of
(a)

O3

Cours PC Chapitre XIII

(Proposition 3 (D.L. d'ordre 1). |

Soient U un ouvert de R?, a = (a;)1<i<p un point de U,
et f € C'(U,R) . Alors pour h vecteur de R?, on a avec
la notation ( | ) pour le produit scalaire usuel :

fla+B) = f(@)+ Gradf(@|®)+o ()

h —0

Soit I un ouvert de R3, a un point de ¢/ et f : U/ — R une
application de classe C* sur U. On appelle différentielle
de f en a I'application linéaire appartenant 3 L(R? R),
noté df(a), définie par :

df(a): (ha,....,hp)— > by a—f(a)

[Proposition 4 (D.L. d'ordre 1)]

Soient U un ouvert de R?, a i(ai)1§i§p un point de U,
et f € C*(U,R) . Alors pour h vecteur de R”, on a :
— — —
fla+ W) _= fl@)+df(a) o B +o(IT]:)
—0

"

[Proposition 5 (dérivée partielles de fonctions composées).]

Soient U un ouvert de R2, V un ouvert de Rz, o U —V, (u,v) —
(z(u,v), y(u, v))
et f:V— R, (2,y) — f(@,y), et g: (u,v) — Fa(u,v),y(u,v))

_of z
T M 0) = So(@(u,v), y(u, v)) X == (4, v) + ny(z(uvv)yy(uyv)) X

o ox 0
2 (u,0) = 91 (2l ), (w1, ) X o () + a—i(w(u,v),yw,v)) x

[Proposition 6 (utilisation des coordonnées polaires).j

Soient V un ouvert de R? ne contenant pas (0,0), U un ouvert de ]Ri X R,
e:U—YV, (p,0) —> (pcosb, psinb)

et f:V—R, (z,y) — f(z,y), et

Pour g : (p,0) — f((pcosB, psin®))

17}
—g(p,e) = —(pcosB,psinf) X cosf + —f(pcose,psine) X sin 6
ap ox oy

0, 1%} 1%}

a—g(p,e) = a—f(pCOSG,psiHQ) X (—psinf) + a—f(pCOSG,psine) X
z Y

pcos 6
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(Proposition 7 (changement de variables afﬁne).]

Soient V un ouvert de R? , U un ouvert de R?, a, b, c, d quatre réels tels
que Si ad —bc # 0, et o : U — V, (u,v) — (au + bv, cu + dv) et
f:V—R, (z,y) —> f(z,y), et
g : (u,v) — f(au + bv, cu + dv)

On a

99w, 0) = 24 (w(as, ), w0, 9) X 0+ 2L (s, ), y(w, v)) x b
ou ox oy

et

ag

of of
a(u,v) = %(x(u,v),y(u,v)) X ¢+ a—y(m(u,v),y(u,v)) X d

Soit 2/ un ouvert de R3. Une application f : E — R est
dite de classe C? sur I si les applications dérivées partielles

of of of .
(s %(U) u a—y(u) u g(u) existent et sont de

classe C' sur U.

,—[Théoréme 8 (De Schwarz).} <

Si f:U — R est de classe C? sur U ouvert de R3, alors
pour tous 4,5 € [1,3], et tout a € U on a :
9 f 9 f

8xiaxj @ = 89538:137 “

lemme 9. Soit h: R*> — R, (u,v) — h(u,v) de classe C' sur
R2. Pour tous (xo,yo), (z,y) € R*, on a :

Y Oh * Oh
h(z,y) = h(zo,y0) +/ 87/(%0,71)(1“‘#/ %(Uayo)d“

Yo

Soit I un ouvert de R%. On appelle équation aux dé-
rivées partielles d'ordre 1 toute équation, d'inconnue

f € C*(U,R) faisant intervenir les fonctions of et a—f
Ox Qy

[Proposition 10.]

Soit U un ouvert de R* et g € C°(U,R). Alors les
solutions f de classe C! sur ¢/ de 'EDP

) =glay) ()

x

sont de la forme f : (x,y) — K(y) +/ g(s,y) ds,

o
avec K de classe C'.

exemple 1. PEDP d’inconnue f € C*(R%,R) : | =% =0/ d'in-

connue f € C'(R? R) a pour ensemble de solutions

Cours PC Chapitre XIII

{(amy) —x G(y)+ K(y); G,K € C2(R,R)}

Etant donnée C est une courbe d'équation cartésienne
f(z,y) =0, avec f de classe C*, on appelle point régu-
lier tout point M = (z0,yo) tel que f(zo,y0) = 0 et tel

que (gi(ﬂcmyo)a ijc(l”o?yo)) # (0,0).

Si C est une courbe d'équation cartésienne f(z,y) =0, la
tangente a la courbe au point régulier My(zo,yo) est la
droite d’équation cartésienne :

(z — 950)%(3007 Yo) + (y — yo)%(v’ﬁoayo) =0

Etant donnée S est une surface d'équation cartésienne
f(z,y,2) = 0, avec f de classe C*(R*R), on ap-

pelle point régulier tout point M = (=zg,yo0,%0)
un point tel que f(xo,y0,20) = 0 et tel que
of of of

(G0, 5-on, Zan) £ 0,00

Si S est une surface d'équation cartésienne f(z,y,2) =
0, le plan tangent & la surface au point régulier
Mo (0,0, 20) est le plan d’équation cartésienne :

0
(@ — xo)a*x(xo, Yo, Zo) + (y — yo)%(moy Yo, Zo)

0
+ (2 — Zo)a*ﬁ(l“o,yo,zo) =0

Proposition 13.

Cas particulier : z = f(z,y).
le plan tangent a la surface au point régulier
Mo (x0, Y0, 20) est le plan d’équation cartésienne :

0 0
z—2zp=(xz— xo)%(%ﬂm 20) + (y — yo)a%;(xo,yo, 29)

version du 31 mars 2020 30/36
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Soient U un ouvert de R?, f : U/ — R et a un point de U.
On dit que f admet un minimum, (resp. maximum) lo-
cal en a, s'il existe ¢ > 0 tel que :

Ve €U, [z —all <e= f(x) > f(a) (resp. f(z) < f(a))
Si f admet un maximum ou un minimum local en a , on
dit que f admet un extremum local.

Définition 10.

Soient U un ouvert de R?, f : U/ — R et a un point de U.
On dit que f admet un minimum, (resp. maximum) glo-
bal en a, si :

Vz €U, f(zx) > f(a) (resp. f(z) < f(a))

Si f admet un maximum ou un minimum global en a , on
dit que f admet un extremum global.

[Proposition 14.]

Soient U un ouvert de RP, f : &/ — R et a un point de
U. Si f admet un extremum en q, alors a est un point

critique (i.e. Gradf(a) = 0)

Cours PC Chapitre XIII

Définition 11.

Si T' = {(1(t),2(t),v3(t));t € I} est une courbe
paramétrée de classe C!, contenue dans S d’équation
f(x,y,z) = 0, alors la tangente a en un point M =
~v(to) = (0, Yo, 20) appartient au plan tangent a la sur-
face, et est la droite dirigée par le vecteur 7/(t() et passant
par M.

[Proposition 15 (ligne de niveau).]

Si C est une courbe d’équation cartésienne f(z,y) = K,
pour K € R constante fixée, alors pourtout point M de

C, et pour tout vecteur

%}(M) 1 T

M tangent a la courbe en M,

[Proposition 16.]

Si C est une courbe de I'espace paramétrée par v : t —
(x(t),y(t), z(t)), et tracée sur la surface S d’équation
f(x,y,z) =0, alors la tangente a C au point M de coor-
données (x(to), y(to), 2(to)) est orthogonale au gradient
de f.
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Chapitre XIV Intégrales & paramétre

,—[Théoréme 1 (de continuité d'une intégrale a paramétre).

)

i)

Soient I et J deux intervalles de R, et
fIxJ—K, (x,t) — f(z,t) telle que :

pour tout € I, fpe:J — K, t — f(z,1)
est continue par morceaux sur J ;
(f cont. p. morc. % a t)

pour tout t € J, foi: I = K, o — f(x,t) est
continue sur [ ; (f continue % a x)

il existe une fonction ¢ : J — R
continue par morceaux, positive et

intégrable sur J telle que :
V(z,t) € Ix J, |f(z,t)] < ()

(hypothése de domination de f(xz,e) par une fonction

intégrable % a t)

Alors

g: I —K x+—— / f(x,t) dt est continue sur I.
J

J

,—[Théoréme 2 (de dérivation d'une intégrale & paramétre).

et f:
i)

i)

Soient I et J deux intervalles de R,

IxJ—=K, (z,t) — f(z,t) telle que :

pour tout = € 1 la fonc-

tion feo:d —K est
t —  f(=z,)

continue par morceaux intégrable sur

J;

Pour tout t € J, x — f(x,t) est de classe C* sur

i

pour tout =z € I la  fonction
of
((%)x . :J — K est
] of
t — g(x,t)

continue par morceaux sur J ;

il existe une fonction ¢ : J — R positive ,
continue par morceaux et intégrable sur J
telle que :

pour tout (z,t) € I x J, ‘gf(ﬂﬁ,f)‘ < o(b).
5

14}
(hypothése de domination de a—f(z,o) par une fonction inté-
X

grable % t)

,—[Théoréme 3 (de dérivations successives d'intégrale a param.).]

Soient I et J deux intervalles de R, k£ un entier naturel,
et f:IxJ—=K, (x,t)— f(x,t) telle que :

i) pour tout @z & I la  fonc-

tion feo:d —K est
t —  f(x,t)
continue par morceaux  intégrable sur
J;
ii) Pour tout t € J, z +— f(x,t) est de classe C* sur
I
iii) pour tout ¢ € [l,k] et tout z € I

o' f .
la fonction <axi)$ . Jo = K est
oif

continue par morceaux sur J;

iv) il existe une fonction ¢ : J — R positive ,
continue par morceaux et intégrable sur J
telle que :

pour tout (z,t) € I x J, ’gi(%t)‘ < (1)

ok
(hypothése de domination de —f(ac, e) par une fonction inté-

ozk
grable % t)

Alors|g: I - K, = — / f(z,t) dt est de classe C* sur I
J

o f
J 8!]}7‘

et pour tout z € I on a | gV (z) =

L, k]

(x,t) dt|, Vie

Alors

G:I—-K, z— / f(x,t) dt est de classe C! sur I
J

et pour tout x € [ on a |G'(z) = / g(m,t) dt |
J 8.73

Cours PC Chapitre XIV
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Chapitre XV Couples et suites de variables aléatoires

[Déﬁnition 1 (Couple de variables aléatoires discrétes).}

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes sur
(Q, A, P), I'application couple notée (X,Y") définie par
(X,Y) : w— (X(w),Y(w)) est une variable aléatoire
sur 2, a valeurs dans X (Q) x Y(Q)

Etant donnnées X et Y sont deux variables aléatoires dis-
crétes sur (€2,.A,P), leur loi conjointe est la loi de la
variable aléatoire (X,Y"), définie par : Vo € X(Q), y €
Y(Q),

P({(X,Y) = (z,1)}) = P({X =2} N{Y = y})

Les lois Px de X et Py de Y sont appelées les lois
marginales de (X,Y).

Soit z € X(Q) tel que P({X = z}) > 0.
On appelle 1oi conditionnelle de Y sachant {X =
x} la loi de probabilité définie pour les y € Y () par

Deux variables aléatoires X et Y discrétes définies sur un
espace probabilisé (2, A, P) sont dites indépendantes
si, pour tout (x,y) € X(Q) x Y(Q),

PX=zY=y=PX=z)xPY =y).

Soient X et Y v.a. indépendantes. Alors :
i) VAC X(Q) et VB CY(Q),
PXeAYeB)=PXecAPYeB)

i) pour toutes fonctions f et g, les va. f(X) et
g(Y") sont indépendantes.

[Déﬁnition 5 (Variables mutuellement indépendantes).}

Des variables aléatoires (Xi,...,X,) sont dites mu-
tuellement indépendantes si : V(xy,...,x,) €
n n
HXi(Q)7 P((Xi)icicn = (Ti)i<icn) = HP(Xi =
i=1 i=1

Cours PC Chapitre XV

[Définition 6 (Suite de variables aléatoires indépendantes).}

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires.

— On dit que les (X,,)nen sont deux a deux in-
dépendantes si Vj # j, X; et X; sont indépen-
dantes.

— On dit que les (X, )nen sont mutuellement in-
dépendantes si pour toute partie I finie de N,
les (X;)icr sont mutuellement indépendantes.

La variable aléatoire réelle discréte X a valeurs dans un
ensemble dénombrable {z, ; n > 0} est dite d'espérance

finie si la série E x, P(X = x,) est absolument conver-
n>0
gente; si tel est le cas, on appelle espérance de X, noté

“+oo
E(X), leréel Y 2,P(X = ,).
n=0

+oo
Si X est a valeurs dans N, alors E(X) = ZP(X > n).
n=1

,—[Théoréme 3 (Théoréme du transfert).] \

Si X est une variable aléatoire et f une application a
valeurs réelles définie sur l'image {z,, n € N} de X,
alors f(X) est d'espérance finie si et seulement si la série
Z P(X = xz,) f(x,) converge absolument. Dans ce cas,
ona:

+o0
E(f(X)) =) P(X = a) f(zn).

n=0

\ J

[Proposition 4 (Linéarité de I’espérance).]

Pour tous X,Y variables aléatoires et tout A € R, on a :

E(\X +Y) = AE(X) + E(Y)

Positivité, croissance de I'espérance. Pour tous X,Y va-
riables aléatoires et tout A € R, on a :

— Si X est a valeurs positives, alors E(X) > 0

— Si X(w) <Y (w), Yw € Q, alors E(X) < E(Y)
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Proposition 6.

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes
alors, pour toutes fonctions f et g, les variables f(X) et
g(Y) sont indépendantes .

Proposition 7.

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indé-
pendantes admettant des espérances et telles que XY
admet une espérance, alors E(XY) = E(X) E(Y).

Proposition 8.

Soit X v.a. a valeurs dans N. Si la variable aléatoire X2
est d'espérance finie, alors X est elle-méme d’espérance
finie.

Définition 8.

Si X2 est d’espérance finie, la variance de X est le réel
V(X) =E((X - E(X))?) = E(X?) - B(X)*.
L’écart type est o(X) = \/V(X)

Proposition 9.

Pour a et b réels et X une variable aléatoire réelle, on a :
(aX +b) = a®> V(X).

<

=)

Définition 9 (Covariance).}

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y - E(Y)))
= E(XY) — E(X)E(Y)

Yo

Proposition 10.]

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétesadmet-
tant des variances, alors
VX4+Y)=V(X)+V(Y) +2Cov(X,Y).

Vo

Proposition 11.]

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indé-

pendantes admettant des variances, alors
VX 4+Y)=V(X)+ V().

Cours PC Chapitre XV

,—[Théoréme 17 (Loi faible des grands nombres).J—

[Proposition 12 (coefficient de corrélation).]

Cov(X,Y)

Pour p(X,Y) = V) VY)

,ona —1<p(X,Y)<1

[Proposition 13 (Inégalité de Markov).]

Soit X une variable aléatoire discréte, d'espérance finie.
E(lX])
t

Alors pour tout t > 0, on a |P(|X| > 1) <

Corollaire 14.

Soit X une variable aléatoire discréte, d'espérance et de
variance finies.

E(X?
Alors pour tout t > 0, on a P(|X| >t) < (X7)

12

[Proposition 15 (Inégalité de Bienaymé—Tchebychev).]

Soit X une variable aléatoire discréte, d'espérance et de

variance finies.

Alors pour tout ¢ > 0, on a

V(X)
=

P(IX - E(X)| >¢) <

[Proposition 16 (Approximation binomiale par Poisson).]

Si, pour tout n, X,, < B(n,p,) et si lim np, = A,
n—-+oo

alors, pour tout £ € N, on a

AN

si (X;)n>1 est une suite de variables aléatoires deux a
deux indépendantes et de méme loi admettant un mo-

ment d'ordre 2, alors, si S, = ZX’“' m = E(X;) et
k=1
o =o(X7), on a pour tout € > 0,

°(

1
Sn—m‘>6> — 0.
n
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On appelle arc paramétré toute application v : I —
FE continue, avec [ intervalle réel.

On appelle arc plan toute application F' : I —

M1 (R), t —> (;8) continue.

On dit alors que F' est une paramétrisation de
r={F@t), tel}.

Soit k& € N*. Un arc paramétré v : I — E est dit de
classe C si ~ est de classe C*.

On dit alors que 7 est une paramétrisation de classe C*
de la courbe T' = ~(I)

Un arc paramétré v : I — E de classe C' est dit régulier
siy' : I — E ne s’annule pas sur I.

Soit v : I — F un arc régulier de classe C'. Pour tout
tq de I, le vecteur vitesse a l'instant ¢( est le vecteur

' (to) -

Soit v : I — E est un arc régulier de classe C'. Pour tout
to de I, la tangente a la courbe au point de paramétre
to est la droite passant par le point y(¢o) et dirigée par le

vecteur ' (t)

Cours PC Chapitre XVI

Arcs paramétrés

[Proposition 1 (D.L.l).]

Soit v : I — F est un arc régulier de classe C*. Au voisi-
nage de ¢y dans I, on a :

v(t) St Y(to) + (t — to) 7' (to) + T ((t —to))

Oou encore
Y(to+h) = V(to) +h ¥ (to) + T (1))

Soient E euclidien, f : I — E dérivable, et L € L(E).
Alors Lo f : I — E est dérivable sur I, et :

Vi eI, (Lo f)(t)=L(f'(t)

Soient E, F' euclidien, f,g : I — FE dérivable, et B :
E x E — F une application bilinéaire.

Alors B(f,g) : I — F, t — B(f(t),g(t)) est dérivable
sur I, et :

vt eI, (B(f(t),9(t))(t) = B(f'(£), (1) +B(f(t), g'(t))

Soient I, J deux intervalles réels, E euclidien, f: I — FE
dérivable et ¢ : J — I dérivable.
Alors fop: J — E, t — f(p(t)) est dérivable sur J, et :

Vs e J, (f(e(s)) (s) =¢'(s) f'(e(s))
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Chapitre XVII Topologie : convexes, formes bilinéaires

Soit A une partie de E. o Une partie C de F est dite convexe si
On appelle adhérence de A I'ensemble A constitué des
points adhérents a A. VA,BeC, vte[0,1], t(A)+(1-t)BeC

On appelle intérieur de A I'ensemble A° constitué des

points intérieurs a A. —
On appelle frontiére de A I'ensemble A constitué des Proposition 4.

points adhérents non intérieurs a A.

Si (X,,) est une suite de A qui converge vers X, alors @ )

Toute boule ouverte est convexe.
Toute boule fermée est convexe.

X e A . . ;

En particulier toute limite de suite de points d'un fermé Soient (E,|| [lr) un K-espace vectoriel normé de

appartient a ce fermé. ” dimension finie “ et (F,|| ||#) un K-espace vectoriel
norme,.

Toute application linéaire u € L(E, F) est lipschitzienne.

[Toute application linéaire u € L(E, F) est continue} sur

E.

Une partie A de |'espace vectoriel normé (E, || ||) est dite
bornée si: IM € RT; Vo € A, ||z|| < M . J

Définition 5.
Soit E,F,G des K-espaces vectoriels. Une application

B:E x F — G est dite bilinéaire si : V(z,2’,y,y/,\) €
Soient (E, || ||g) et (F,|| ||7) deux espaces vectoriels nor- ExExFxFxK,BAx+a',y) =8z, y) + (', y)
més. et Bz, Ay +y') = AB(x,y) + B(z,y)

Une application f : E — F est dite bornée si :
IM eRY; V2 € B, ||f(z)|lr <M

~—| Théoréme 6. \
Soient (E,|| ||g), des K-espace vectoriel normé de

Si f: E — R est continue, alors les ensembles ” dimensions finies “ et (1] llp) un Keespace vecto-

) ' riel normé.
{X € By f(X) >0} et {X € B; f(X) <0} sont des [Toute application n-linéaire en dimension finie est continue]
ouverts. sr E™.

\ J

,—[Théoréme 3 ((non exigible)).] N [Théoréme 7.)

Soient F e.v.n. de dimension finie, AC Fet f: A—R
continue. Si K est un fermé borné de F, alors f est bor-

Soient (E,| &), (F,|| |lr). (G,]| |l¢) des K-espace

née sur K et y atteint ses bornes : Il existe g,z € K vectoriel normé de ” dimensions finies “
tels que Toute application bilinéaire en dimension finie u €
i) f(zo) = inf{f(2); z € K} = min{f(z); = € K} Bil(E x F,G) est continue sur E x F.
i) f(zg) = sup{f(z); = € K} = max{f(z); = € L )
K}
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