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Chapitre I Intégrales généralisées

Pour f ∈ C([a, b],K) on appelle intégrale de f sur

le segment [a, b] le nombre noté

∫
[a,b]

f , ou

∫ b

a

f , ou∫ b

a

f(t) dt , dé�ni par :∫
[a,b]

f = lim
N→+∞

N−1∑
k=0

b− a
N

f

(
a+

k(b− a)

N

)

Dé�nition 1 (Intégrale de Riemann).

Soient I un intervalle, a ∈ I et f ∈ CM(I, F ).

i) l'application F : x 7−→
∫ x

a

f(t) dt est l'unique primitive

de f sur I qui s'annule en a.
ii) Pour toute primitive H de f sur I, et tout x ∈ I, on

a :

∫ x

a

f(t) dt = H(x)−H(a).

iii) Si f est C, alors ∀a, x ∈ I,

f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′(t)dt .

Théorème 1 (théorème fondamental du calcul intégral).

Pour a ∈ R et f ∈ C0([a +∞[,K) on dit que l'inté-

grale généralisée (impropre au voisinage de +∞) de f
sur [a,+∞[ converge lorsque la limite suivante existe et

est FINIE : lim
x→+∞

∫ x

a

f(t) dt

Si tel est le cas, on note

∫ +∞

a

f ou

∫ +∞

a

f(t) dt la

valeur de cette limite. On dit qu'elle diverge sinon.

Dé�nition 2 (Intégrale impropre convergente sur [a,+∞[).

∫ +∞

1

t−α dt CV ssi α > 1 ;

∀α > 1,

∫ +∞

1

t−α dt =
1

α− 1
.∫ 1

0

t−γ dt CV ssi γ < 1 ; ∀γ < 1,

∫ 1

0

t−γ dt =
1

1− γ
.

Proposition 2 (Intégrales de Riemann).

∫ +∞

0

e−βt dt CV ssi β > 0 ;

∀β > 0,

∫ +∞

0

e−βt dt =
1

β
.

Proposition 3 (exponentielles ).

Etant donnés deux réels a, b et f ∈ C0([a, b[,K) on dit
que l'intégrale généralisée (impropre en b) de f sur
[a, b[ converge lorsque la limite suivante existe et est

FINIE : lim
x→b−

∫ x

a

f(t) dt

Si tel est le cas, on note

∫ b

a

f , ou

∫ b

a

f(t) dt la valeur de

cette limite. On dit qu'elle diverge sinon.

Dé�nition 3 (Intégrale impropre convergente sur [a, b[).

∫ 1

0

ln(t) dt converge et vaut

∫ 1

0

ln(t) dt = −1 .

Proposition 4 (logarithme).

Soient a < b et f appartenant à CM([a, b],R) une fonc-

tion positive intégrable. Alors

∫
[a,b]

f ≥ 0.

Proposition 5 (positivité).

Soient a réel et f ∈ CM([a +∞[,R) à valeurs posi-

tives.

∫ +∞

a

f CV ssi x 7→
∫ x

a

f(t) dt est majorée.

Proposition 6 (CNS intégrabilité fonction positive sur [a,+∞[).

Soient I un intervalle de bornes α et β, et f : I → K

continue par morceaux. Si

∫ β

α

|f | CV, alors
∫ β

α

f CV.

Proposition 7 (absolument convergence implique CV).
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Pour I un intervalle (borné ou non) de bornes α et β,
f : I → K continue par morceaux, on dit que l'intégrale

de f sur I est ACV si l'intégrale généralisée

∫ β

α

|f | CV.

Si l'intégrale de f sur I est ACV, on note

∫
I

f ou∫
I

f(t) dt sa valeur, et on dit que f est intégrable sur

I.

Dé�nition 4 (Intégrale absolument convergente).

Soient I = [a, b[ un intervalle réel, f, g ∈ CM(I,K).

1. Si g est intégrable sur I et si : ∀t ∈ I, |f(t)| ≤
|g(t)|, alors f est intégrable sur [a, b[.

2. Si g est intégrable sur I et si : |f(t)| =
t→b−

O(g(t)),

alors f est intégrable sur [a, b[.

3. Si g est intégrable sur I et si : f(x) ∼
t→b−

g(x),

alors f est intégrable sur [a, b[.

Théorème 8 (de comparaison).

∀f, g ∈ CM([a, b]), ∀λ ∈ K,

∫ b

a
λf(t) + g(t)dt = λ

∫ b

a
f(t)dt +∫ b

a
g(t)dt

Proposition 9 (Linéarité).

Soient a < b et f, g appartenant à CM([a, b],R) et in-

tégrables. Si ∀t ∈ [a, b], f(t) ≤ g(t) alors

∫ b

a

f(t)dt ≤∫ b

a

g(t)dt

Proposition 10 (croissance).

Soient a < b < c trois réels, et f ∈ CM([a, c], F ) inté-

grable sur [a, c]. Alors

∫
[a,c]

f =

∫
[a,b]

f +

∫
[b,c]

f

Proposition 11 (relation de Chasles).

Soit f : I → K. Si f est continue intégrable sur I et

véri�e

∫
I

|f(t)| dt = 0, alors f = 0̃.

Proposition 12 (CS de nullité d'une fonction).

∫ b

a

u′(t)v(t)dt = [u(t)v(t)]bt=a −
∫ b

a

u(t)v′(t)dt,

avec u, v C1

Proposition 13 (Intégration par parties).

Soient I =]a, b[ et J =]α, β[, f ∈ CM(I,R) et
ϕ ∈ C1(J, I) une bijection strictement monotone.

Alors

∫ b

a

f(t)dt CV ssi

∫ β

α

ϕ′(u)f(ϕ(u))du CV.

Si tel est le cas, alors∫ b

a

f(t)dt =

∫ ϕ−1(b)

ϕ−1(a)

ϕ′(u)f(ϕ(u))du

(A la physicienne : on pose t = ϕ(u), on a dt = ϕ′(u)du
, et pour a ≤ t ≤ b, ϕ−1(a) ≤ t ≤ ϕ−1(b))

Théorème 14 (changement de variables bijectif).

CML1(I,K) =

{
f ∈ CM(I,K);

∫
I

|f | converge
}Dé�nition 5 (fonctions c.p.m. intégrables).

CML2(I,K) =

{
f ∈ CM(I,K);

∫
I

|f |2 converge

}Dé�nition 6 (fonction de carré intégrable).

L'application (f, g) 7−→< f |g >=

∫
I

f(t)g(t) dt est un

produit scalaire sur C0L2(I,R)

Proposition 15.

∀f, g ∈ CML2(I,R),∫
I

f(t)g(t)dt ≤

√∫
I

f(t)2 dt

√∫
I

g(t)2 dt

Proposition 16 (inégalité de Cauchy-Schwarz).

Soient I un intervalle réel, n ∈ N, f ∈ Cn+1(I,R),
t, t0 ∈ I

f(t) = f(t0) +

n∑
k=1

(t− t0)
k

k!
f (k)(t0) +∫ t

t0

(t− u)n

n!
f (n+1)(u)du

Proposition 17 (PCSI : Formule de Taylor avec reste intégral ).
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Chapitre II Sommes directes, rappels euclidiens, continuité, limites

Deux sous-espaces vectoriels F et G d'un K-espace vec-
toriel E sont dits supplémentaires si : E = F ⊕G
i.e. si : ∀x ∈ E, ∃!(f, g) ∈ F ×G; x = f + g

Dé�nition 1 (Sous-espaces supplémentaires).

Soient F et G sous-espaces vectoriels d'un K-espace vec-
toriel E. Le propositions suivantes sont équivalentes :

i) E = F ⊕G
ii) F ∩G = {0E} et E = F +G

Proposition 1.

Soient E un K-espace vectoriel, s ∈ N∗ et E1, . . . , Es
des s-e.v. de E. On appelle somme des sous-espaces-

vectoriels E1, . . . , Es le R-e.v. noté
s∑
i=1

Ei dé�ni par :

s∑
i=1

Ei = {x1 + x2 + · · ·+ xs; ∀i ∈ [[1, s]], xi ∈ Ei}

Dé�nition 2.

Soient E un K-espace vectoriel, s ∈ N∗ et E1, . . . , Es des

sous-espaces vectoriels de E. On dit que la somme

s∑
i=1

Ei

de sous-espaces-vectoriels est une somme directe si :

∀(xi)1≤i≤s ∈
s∏
i=1

Ei,

(
0E =

s∑
i=1

xi ⇒ ∀i ∈ [[1, s]], xi = 0E

)
.

Si tel est le cas, on note

s∑
i=1

Ei =

s⊕
i=1

Ei

Dé�nition 3 (Somme directe).

Soient E un K-espace vectoriel, s ∈ N∗ et E1, . . . , Es des
sous-espaces vectoriels de E.
On dit que E est en somme directe de E1, . . . , Es si :

∀x ∈ E, ∃!(xi)1≤i≤s ∈
s∏
i=1

Ei; x =

s∑
i=1

xi

Si tel est le cas, on note E =

s⊕
i=1

Ei

Dé�nition 4 (Décomposition en somme directe).

Etant donnée E un K-espace vectoriel, s ∈ N∗ et
E1, . . . , Es des sous-espaces vectoriels de E de dimen-

sions respectives (di)1≤i≤s tels que E =

s⊕
i=1

Ei. On dit

qu'une base B de E est une base adaptée à cette
somme directe si ses éléments sont dans cet ordre de la
forme ((e1,1, . . . , e1,d1), . . . , (es,1, . . . , es,ds)), avec pour
tout i ∈ [[1, s]], Bi = (ei,1, . . . , ei,di) base de Ei.

Dé�nition 5 (Base adaptée à une somme directe).

Soient E un K-e.v. de dimension �nie, n ∈ N, et
F1, . . . , Fn des sous-espaces vectoriels de E tels que E =

n⊕
i=1

Fi. Alors dim

(
n⊕
i=1

Fi

)
=

n∑
i=1

dim(Fi).

Proposition 2.

Etant donnés p sous-espaces vectoriels F1, . . . Fp d'un K-

espace vectoriel E, on a : dim

(
p∑
i=1

Fi

)
≤

p∑
i=1

dim(Fi)

En outre, il y a égalité si est seulement si

p∑
i=1

Fi est directe.

Proposition 3 (CNS de somme directe).

Une application B : E×E −→ R est dite bilinéaire si
∀y, y, z ∈ E, ∀λ ∈ R, < x; y + λz >=< x; y > +λ <
x; z > et < x+ λy; z >=< x; z > +λ < y; z >

Dé�nition 6.

L'application < •; • >: E × E → R est un
produit scalaire réel si :

i) < •; • > est symétrique

(i.e. ∀v, w ∈ E,< w; v >= < v;w >) ;

ii) < •; • > est bilinéaire

iii) < •; • > est positive (i.e. ∀v ∈ E,< v; v > ≥ 0) ;

iv) < •; • > est dé�nie (i.e. ∀v ∈ E, (< v; v >=

0 ⇒ v = 0E)) ;

Dé�nition 7 (Produit scalaire).

Cours PC Chapitre II version du 31 mars 2020 6/36
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E espace vectoriel muni du p.s. < •; • >. Alors

∀(u, v) ∈ E2, | < u|v > | ≤
√
< u|u >

√
< v|v >

en particulier, si ‖ ‖ : x 7→
√
< x|x > , on a :

∀(u, v) ∈ E2, | < u|v > | ≤ ‖u‖ ‖v‖ .
En outre, il y a égalité si et seulement si u et v sont coli-
néaires.

Proposition 4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz (rappel PCSI)).

Si < •; • > est un produit scalaire sur E on dit que l'ap-
plication ‖ ‖ : x 7→

√
< x;x > est

la norme associée

Dé�nition 8.

Soit E un R-espace vectoriel euclidien pour le produit sca-
laire < ; > et ‖ ‖ la norme associée.
L'application ‖ ‖ : E → R véri�e les propriétés (caractié-
risant une norme ) :

i) ∀x ∈ E, ‖x‖ ≥ 0 (positivité) ;

ii) ∀x ∈ E, [ ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0E ] (séparation) ;

iii) ∀x ∈ E, ∀λ ∈ R, ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (homogé-

néité) ;

iv) ∀(x, y) ∈ E2, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (inégalité

triangulaire) ;

Proposition 5 (propriétés de la norme associée à un p.s.).

Soit E un R-espace vectoriel euclidien pour le produit sca-
laire < ; > et ‖ ‖ la norme associée.
Pour tous vecteurs u et v on a :

< u+ v|u+ v >= ‖u‖2 + 2 < u|v > +‖v‖2

< u− v|u− v >= ‖u‖2 − 2 < u|v > +‖v‖2

Proposition 6 (propriétés de la norme associée à un p.s.).

Une famille F = (x1, . . . , xn) de vecteurs de E, pour
n ∈ N∗ �xé, est dite orthogonale si :
∀(i, j) ∈ [[1, n]]

2
, i 6= j ⇒< xi|xj >= 0

Dé�nition 9.

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Proposition 7.

Soit F = (v1, . . . , vn) une famille orthogonale de vecteurs

de E. alors

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

vi

∥∥∥∥∥
2

=

n∑
i=1

‖vi‖2.

Théorème 8 (de Pythagore).

Une famille B = (e1, . . . , en) de E est dite base orthonor-
mée si elle est libre et génératrice et véri�e :

∀i, j ∈ [[1, n]], < ei|ej >= δji =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

Dé�nition 10 (B.O.N.).

Si B = (e1, . . . , en) est une base orthonormée de E,

x =

n∑
i=1

xiei et y =

n∑
i=1

yjej deux vecteurs de E de co-

ordonnées respectives dans cette base (x1, . . . , xn) ∈ Rn
et (y1, . . . , yn) ∈ Rn, alors :

< x|y >=

n∑
k=1

xk yk

‖x‖ =

√√√√ n∑
k=1

x2k

Proposition 9 (coordonnées dans une b.o.n).

Remarque 1. En posant X =

(
x1
...xn

)
et Y =

(
y1
...yn

)
, le cal-

cul de < x|y >=

n∑
k=1

xkyk ∈ R s'identi�e au calcul matriciel

XTY =

(
n∑
k=1

xkyk

)
∈M11(R).
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Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension
n ∈ N∗ et B = (f1, . . . , fn) une base de vecteurs de E.

En posant,

�



�
	e1 =

1

‖f1‖
f1 , et pour i allant de 2 à n,�

�
�
e′i = fi −

i−1∑
`=1

< e`|fi > e` et ei =
1

‖e′i‖
e′i ,

la famille
�� ��BGS = (e1, . . . , en) est une base orthonormée .

En outre ∀ 1 ≤ i ≤ n, Vect(e1, . . . , ei) =
Vect(f1, . . . , fi).

Proposition 10 (Algorithme de Gram-Schmidt ).

Soit F un sous-espace vectoriel de E. On appelle sous-
espace (vectoriel) orthogonal l'ensemble, noté F⊥

dé�ni par :
F⊥ = {y ∈ E; ∀x ∈ F, < x|y >= 0}.

Dé�nition 11 (orthogonal d'un s.e.v.).

On dit deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont
orthogonaux si : ∀f ∈ F, ∀g ∈ G, < f |g >= 0.

Dé�nition 12 ( s.e.v. orthogonaux).

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E ortho-

gonaux, alors la somme F +G est directe. On dit qu'elle
est directe orthogonale, et on note F +G = F ⊕G =
F ⊕⊥ G.

Proposition 11 (somme directe orthogonale).

dém : Pour x ∈ F ∩G, on a < x|x >= 0, donc x = 0E . �

Soit (E,< | >) un espace préhilbertien (réel, de di-
mension quelconque) et V un s.e.v. de E de dimension

�nie.
Pour tout x ∈ E, il existe un unique élément y ∈ V
tel que x− y ∈ V ⊥ ; il est noté y = PV (x) et est appelé

projeté orthogonal de x sur V .

En outre, si (u1, . . . , un) est une
base orthonormale de V , alors

PV (x) =

n∑
j=1

< uj |x > uj .

Proposition 12 (projeté orthogonal sur un s.e.v. de dimension �nie).

Pour E de dimension �nie, si F est un sous-espace vecto-

riel de E, alors E = F ⊕⊥ F⊥ .

dim(F⊥) = dimE − dim(F )

Proposition 13 (somme directe orthogonale).

Si V un sous-espace vectoriel de dimension �nie de
l'espace vectoriel E et x ∈ E �xé.
Alors :

∀x ∈ E, ‖x‖ ≥ ‖PV (x)‖

De plus le vecteur PV (x) est l'unique vecteur y0 ∈ V tel
que ‖x− y0‖ = min

y∈V
‖x− y‖

Proposition 14 (inégalité de Bessel).

Soit E un R-espace vectoriel.
L'application ‖ ‖ : E → R est une norme si :

i) ∀x ∈ E, ‖x‖ ≥ 0 (positivité) ;

ii) ∀x ∈ E, [ ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0E ] (séparation) ;

iii) ∀x ∈ E, ∀λ ∈ R, ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (homogé-

néité) ;

iv) ∀(x, y) ∈ E2, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (inégalité

triangulaire) ;

Dé�nition 13.

Deux normes N et Ñ sur E sont dites équivalentes si :

∃A,B > 0; ∀x ∈ E, A Ñ(x) ≤ N(x) ≤ B Ñ(x)

Dé�nition 14.

Toutes les normes sur E R-e.v. de dimension �nie sont
équivalentes.

Théorème 15 (Admis).

On dit qu'une suite (Xn(xn,1; . . . ;xn,p))n∈N de vecteurs
de F = Rp converge vers L(`1; . . . ; `p) si :

∀i ∈ [[1, p]], xn,i −−−−−→
n→+∞

`i

Dé�nition 15 (limite de suite).

Notation 1. Lorsqu'une suite vectorielle (Xn) converge vers une

limite L, on note cela : Xn −−−−−→
n→+∞

L

Cours PC Chapitre II version du 31 mars 2020 8/36
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Dans E e.v.n. de dimension �nie égale à p muni d'une
base B = (e1, . . . , ep)

lim
n→+∞

Un = `⇐⇒
(
∀i ∈ [[1, p]], lim

n→+∞
Un,i = `i

)
,

où l'indice i désigne la ième coordonnée dans la base B.

Théorème 16 (limite et coordonnées).

Toute suite convergente est bornée.

Proposition 17.

Toute suite extraite d'une suite convergente converge, vers
la même limite.

Proposition 18.

Si Xn −−−−−→
n→+∞

X, Yn −−−−−→
n→+∞

Y , alors pour λ ∈ K, on

a :
λXn + Yn −−−−−→

n→+∞
λX + Y

Proposition 19 (opérations sur les limites).

Soient (E, ‖ ‖E) et (F, ‖ ‖F ) deux espaces vectoriels
normés, D une partie de E, et A ∈ E un point adhérent
à D. Une application f : E → F admet une limite `
en A si :
∀ε > 0, ∃η > 0, ∀X ∈ D,

‖X −A‖
E
≤ η ⇒ ‖f(X)− `‖

F
≤ ε

Si tel est le cas on note cela lim
X→A, X∈D

f(X) = ` ou

f(X) −−−−→
X→A

`

Dé�nition 16 (Limite).

f admet pour limite ` en a si et seulement si : pour toute
suite (un) ∈ IN qui converge vers a, la suite vectorielle
(f(un)) ∈ (Rn)N converge vers `.

Proposition 20 (Caractérisation séquentielle).

Soient E,F,G des K- e.v. de dimension �nie, a ∈ E,
b, c ∈ F .
Si f(X) −−−→

X→a
b et si g(X) −−−→

X→a
c, alors pour tout

λ ∈ K,
λg(X) + f(X) −−−→

X→a
λc+ b

Proposition 21.

Soient E,F,G des K- e.v. de dimension �nie, a ∈ E,
b ∈ F , c ∈ G.
Si f(X) −−−→

X→a
b et si g(Y ) −−−→

Y→b
c, alors

g(f(X)) −−−→
X→a

c

Proposition 22.

Soient (E, ‖ ‖E) et (F, ‖ ‖F ) deux espaces vectoriels nor-
més, D une partie de E, et A ∈ E un point adhérent à
D.
Une application f : E → F est dite continue en A si :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀X ∈ D,

‖X −A‖
E
≤ η ⇒ ‖f(X)− f(A)‖

F
≤ ε

Dé�nition 17 (Continuité).

Soit f : Rp → Rn
(x1, . . . , xp) → (f1(x1, . . . , xp); . . . ; fn(x1, . . . , xp))
et (fi)1≤i≤n ses composantes. Alors f est continue sur
Rp si et seulement si ses composantes le sont.

Théorème 23.

Soient a ∈ E et r ∈ R+. On appelle boule ouverte de
centre a et de rayon r l'ensemble, noté B(a, r) dé�ni par :

B(a, r) = {x ∈ E, ‖x− a‖ < r}

Dé�nition 18.

Soit k ∈ R+. Une application f : E −→ F est dite
k-lipschitzienne si : ∀x, y ∈ E, ‖f(y) − f(x)‖F ≤
k‖y − x‖E .

Dé�nition 19.

Si f : E → F est lipschitzienne, alors elle est continue sur
E.

Théorème 24.
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Chapitre III Séries numériques

Etant donnée une suite (un)n∈N ∈ CN, on dé�nit la suite
(SN )N∈N de ses sommes partielles par :

∀N ∈ N, SN =

N∑
k=0

uk

Dé�nition 1 (Sommes partielles).

Etant donnée une suite (un)n∈N, et (SN )N∈N la suite de
ses sommes partielles, on appelle série numérique de
terme général un le couple ((un)n∈N, (SN )N∈N), que

l'on note
∑
n≥0

un ou
∑

un.

Si la suite (SN )N∈N des sommes partielles converge vers

une limite ` FINIE, on dit que la série
∑

un converge,

et la valeur de la limite de cette suite est appelée somme

de la série, et est notée

+∞∑
n=0

un .

Si la suite (SN )N∈N des sommes partielles n'admet pas de

limite FINIE, on dit que la série
∑

un diverge.

Dé�nition 2 (Série numérique, nature).

Soit (un) une suite à termes réels positifs.

Alors la série
∑

un converge si et seulement si il existe

une constante M ≥ 0 telle que les sommes partielles sont

majorées par M , i.e. ssi ∃M ≥ 0; ∀N ∈ N,
N∑
n=0

un ≤M
.

Proposition 1.

Si la série
∑
n≥0

un converge, pour tout N ∈ N, on note

RN =

+∞∑
n=N+1

un le reste d'ordre N , et on a : RN+SN =

+∞∑
n=0

un, en notant SN la somme partielle d'indice N .

Dé�nition 3 (Reste).

Si
∑

un converge, alors limun = 0.

Par contraposée, si (un) ne tend pas vers 0, alors
∑

un
diverge, on parle alors de grossière divergence.

Proposition 2 (grossière divergence).

∑
n≥0

an converge ⇐⇒ |a| < 1 , auquel cas

+∞∑
n=0

an =

1

1− a
.

Proposition 3 (séries géométriques).

∑
n≥1

1

nα
converge ⇐⇒ α > 1

Proposition 4 (séries de Riemann).

Soient (un)n≥0 ∈ RN
+ et (vn)n∈N ∈ RN

+. On a :

Si ∀n ∈ N, 0 ≤ un ≤ vn et
∑
n≥0

vn converge, alors
∑
n≥0

un

converge.

Si ∀n ∈ N, 0 ≤ un ≤ vn et
∑
n≥0

un diverge, alors
∑
n≥0

vn

diverge.

Proposition 5 (comparaison de séries positives).

On dit que la série numérique
∑
n≥0

un est absolument

convergente si la série (positive)
∑
n≥0

|un| converge.

Dé�nition 4 (absolue cvce série à termes réels ou complexes).

Toute série absolument convergente est convergente.

Proposition 6.

Soient (un)n≥0 ∈ CN et (vn)n∈N ∈ RN
+. On a :

i) Si ∀n ∈ N, |un| ≤ vn et
∑
n≥0

vn converge, alors∑
n≥0

un est absolument convergente, donc conver-

gente.

ii) Si ∀n ∈ N, un ≥ 0, vn > 0 et si un ∼
n→+∞

vn,

alors la convergence de
∑
n≥0

un est équivalente à la

convergence de
∑
n≥0

vn.

Proposition 7 (comparaison à une série positive).
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Soit f : I −→ R une fonction
continue par morceaux, décroissante et positive.
Alors

La série
∑
n≥n0

f(n) converge ⇐⇒
∫ +∞

n0

f(t) dt converge.

(c.à.d. la série et l'intégrale ont même nature : elles sont
simultanément convergentes ou divergentes)

Proposition 8 (Comparaison série intégrale).

∑
n≥1

1

nα
converge ⇐⇒ α > 1

Proposition 9 (séries de Riemann).

Soit (αn)n∈N ∈ CN une suite de nombres complexes tous
non nuls.

� Si la suite

(
|αn+1|
|αn|

)
n∈N

admet une limite �nie `

et si ` ∈ [0, 1[, alors la série numérique
∑
n≥0

αn est

absolument convergente, donc convergente.

� Si la suite

(
|αn+1|
|αn|

)
n∈N

admet une limite ` et si

` > 1, alors la série numérique
∑
n≥0

αn est (gros-

sièrement) divergente.

� Si la suite

(
|αn+1|
|αn|

)
n∈N

converge vers ` = 1, la

série numérique
∑
n≥0

αn peut être convergente ou

divergente.

Proposition 10 (Règle de d'Alembert).

Pour tout z ∈ C, la somme de la série absolument conver-

gente
∑
n≥0

zn

n!
est appelée exponentielle de z, et est

notée exp(z) =

+∞∑
n=0

zn

n!

Dé�nition 5 (Série exponentielle).

Supposons

1. la suite (un)n∈N est alternée (i.e. ((−1)nun) a un

signe constant) ;

2. la suite (|un|)n∈N est décroissante ;

3. lim
n→+∞

|un| = 0 ;

Alors la série
∑
n≥0

un converge.

En outre la suite (RN ) des restes est du signe de u0, et

∀N ∈ N, |RN | ≤ |uN+1|, où RN =

+∞∑
n=N+1

un

Proposition 11 (Critère spécial des séries alternées).

n! ∼
n→+∞

√
2nπ

(n
e

)n
Théorème 12 (Formule de Stirling).

Si
∑
n≥0

un et
∑
n≥0

vn sont deux séries absolument

convergentes, alors leur produit de Cauchy
∑
n≥0

wn de

terme général wn =

n∑
k=0

ukvn−k =
∑

p,q∈N; p+q=n
upvq est

aussi absolument convergent, et :

+∞∑
k=0

wk =

+∞∑
k=0

(
k∑
p=0

upvk−p

)
=

(
+∞∑
p=0

up

)(
+∞∑
q=0

vq

)

Théorème 13 (produit de Cauchy).
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Chapitre IV Espaces vectoriels, applications linéaires

Un sous-espace vectoriel F de l'espace vectoriel E est dit
stable (ou invariant) par l'endomorphisme u appartenant
à L(E) si u(F ) ⊂ F , i.e. : ∀v ∈ F, u(v) ∈ F .

Dé�nition 1.

Si F est un sous-espace vectoriel F de E stable par l'en-
domorphisme u ∈ L(E), on dé�nit l'endomorphisme

induit par u sur F , noté u
|F
|F , par :

∀v ∈ F, u|F|F (v) = u(v)

Dé�nition 2.

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires dans E, B = (BF ,BG) une base adaptée à la somme
directe E = F ⊕G et u ∈ L(E).
F est stable par l'endomorphisme u si et seulement s'il
existe B,D telles que :

MatB(u) =

(
MatBf (u

|F
|F ) B

0 D

)

Proposition 1.

Si u ∈ L(E), alors Ker(u) et Im(u) sont stables par u.

Proposition 2.

Si u ◦ v = v ◦ u (i.e. si u et v commutent), alors tout
sous-espace F stable par u est aussi stable par v.

Proposition 3.

Soit A =

(
a11 a12
a21 a22

)
appartenant à M2(K).

On appelle déterminant de A le scalaire,

noté

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , ou encore detA dé�ni par :

detA =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12 .

Dé�nition 3.

Pour tout entier n ≥ 3 on dé�nit par récurrence le
déterminant d'une matrice n× n en posant, pour tout

A =

a11 . . . a12
...

...
an1 . . . ann

 appartenant à Mn(K) : detA =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ =

n∑
k=1

(−1)k+1ak1 det(Ak1) =

a11 det(A11)−a21 det(A21)+ · · ·+(−1)n+1an1 det(An1)

où pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]
2
, on note Aij la matrice

(n − 1) × (n − 1) obtenue en rayant dans A la ligne i
et la colonne j.

Dé�nition 4.

detA =

n∑
k=1

(−1)k+jakj det(Akj)

Proposition 4 (Développement par rapport à la jème colonne).

detA =

n∑
`=1

(−1)i+`ai` det(Ai`)

Proposition 5 (Développement par rapport à la ième ligne).

Si A = (C1| . . . |Cn), on ne change pas le déterminant

en faisant une opération Ci ← Ci +
∑
j 6=i

λjCj , pour des

scalaires (λj)j 6=j .

Proposition 6 (opération du pivot de Gauss sur les colonnes).

Si A = (C1| . . . |Cn) et B = (C1| . . . |λCi0 | . . . |Cn) s'en
déduit en faisant l'opération Ci0 ← λCi0 , λ ∈ K, alors
det(B) = λ det(A)

Proposition 7 (multiplication d'une colonne par un scalaire).

Pour toute matrice carrée A, on a : det(AT ) = det(A)

Proposition 8 (transposée).
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Pour toute matrice carrée A = (C1| . . . |Cn).
det(A) 6= 0 si et seulement si la famille (C1, . . . , Cn) est
libre dans Mn,1(K)
det(A) 6= 0 si et seulement si A est inversible (i.e. si l'en-
domorphisme canoniquement associé est bijectif)

Proposition 9 (CNS liberté).

Pour M =

(
A B

0r,p D

)
avec A ∈ Mp,p(K), B ∈

Mp,r(K), D ∈ Mr,r(K), on peut calculer �par blocs� de
la manière suivante :

det

(
A B

0r,p D

)
= det(A) det(D)

Proposition 10.

∀A,B ∈Mn(K), det(AB) = det(A) det(B)

Proposition 11.

∀P ∈ GLn(K), det(P−1) =
1

det(P )

Proposition 12.

Soient n ∈ N∗, et (a1, . . . , an) ∈ Kn. On ap-
pelle déterminant de Vandermonde le scalaire noté
V (a1, . . . , an) dé�ni par :

V (a1, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a21 . . . an−11

1 a2 a22 . . . an−12

. . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2n . . . an−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣

Dé�nition 5.

lemme 13. Pour n ∈ N∗, et (a1, . . . , an, an+1) ∈ Kn+1, on a :

V (a1, . . . , an, an+1) =

n+1∏
k=2

(ak − a1)× V (a2, . . . , an+1)

Soient n ∈ N∗, et (a1, . . . , an) ∈ Kn,

V (a1, . . . , an) =

n−1∏
i=1

 n∏
j=i+1

(aj − ai)

 =
∏

1≤i<j≤n

(aj − ai)

.

Proposition 14 (déterminant de Vandermonde).

Soit n ∈ N∗. Deux matrices carrées M et N appartenant
à Mn(K) sont dites semblables (sur K) , s'il existe une
matrice inversible P ∈ GLn(K) telle que N = P−1MP

Dé�nition 6.

SiM et N sont deux matrices semblables, alors det(M) =
det(N).

Proposition 15.

Etant donnés n ∈ N∗ et A = (aij)1≤i≤n, 1≤j≤n, on ap-
pelle trace de la matrice A le nombre, noté Tr(A) dé�ni

par : Tr(A) =

n∑
k=1

akk

Dé�nition 7.

Pour tous A,B ∈Mn(K) et tous λ ∈ K, Tr(A+ λB) =
Tr(A) + λTr(B)

Proposition 16 (linéarité de la trace).

Pour tout A ∈Mn(K), Tr
(
AT
)

= Tr(A)

Proposition 17 (trace de la transposée).

Pour tous A,B ∈ Mn(K) et tous λ ∈ K, Tr(AB) =
Tr(BA)

Proposition 18 (trace d'un produit).

Deux matrices semblables ont même trace.
i.e. : si M,N ∈ Mn(K) et P ∈ GLn(K) véri�ent
N = P−1MP , alors Tr(N) = Tr(M)

Proposition 19 (trace de matrices semblables).

Etant donnés f ∈ L(E), on appelle trace de f le sca-
laire, noté Tr(f) dé�ni par Tr(f) = Tr(MatB(f)), où B
est une base quelconque de l'espace vectoriel E de dimen-
sion �nie.

Dé�nition 8.
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Chapitre V Suites de fonctions

Soit I un intervalle réel. On dit qu'une suite (fn)n∈N de
fonctions bornées de F(I,K) converge simplement

sur I vers la fonction f : I −→ K si :

∀x ∈ I, fn(x) −−−−−→
n→+∞

f(x)

Dé�nition 1.

Soit I un intervalle réel. On dit qu'une suite (fn)n∈N
de fonctions de F(I,K) converge uniformément

sur I vers la fonction f : I −→ K si :

sup
t∈I
{|fn(t)− f(t)|} = ‖fn − f‖∞,I −−−−−→

n→+∞
0

Dé�nition 2.

Si (fn) converge uniformément sur I vers f , alors (fn)
converge simplement sur I vers f .

Proposition 1.

Soient I un intervalle réel, (fn)n∈N ∈ F(I,K)N une suite
de fonctions continues sur I, qui converge uniformément
sur I vers f ∈ F(I,K).
Alors f est continue sur I.

Proposition 2.

Soient I = [a, b] un segment, (fn)n∈N ∈ F([a, b],K)N

une suite de fonctions continues sur [a, b], qui
converge uniformément sur [a, b] vers f ∈ F([a, b],K).

Alors la suite

(∫ b

a

fn(t) dt

)
converge et :

lim
n→+∞

∫ b

a

fn(t) dt =

∫ b

a

(
lim

n→+∞
fn(t)

)
dt =

∫ b

a

f(t) dt

Proposition 3.

Soient I un intervalle de R, (fn)n∈N ∈ F(I,K)N tels
que :

i) pour tout n ∈ N, fn est
continue par morceaux sur I ;

ii) la suite (fn) converge simplement sur I vers
une fonction f continue par morceaux sur I ;

iii) il existe une fonction ϕ : I → R
continue par morceaux, positive et
intégrable telle que :
pour tout n ∈ N, |fn| ≤ ϕ. (hypothèse de

domination de (fn)n par une fonction intégrable)

Alors les fonctions fn, pour n ∈ N, et f sont intégrable sur I ,

la suite

(∫
I

fn

)
n≥0

converge , et

∫
I

f = lim
n→+∞

∫
I

fn .

Théorème 4 (de convergence dominée, admis).

Soient I un intervalle, (fn)n∈N ∈ F(I,K)N une suite de
fonctions de classe C1 sur I, qui converge simplement sur
I vers f ∈ F(I,K), et telle que la suite (f ′n) de ses déri-
vées converge uniformément sur I vers h ∈ F(I,K).

Alors f est de de classe C1 sur I, et f ′ = h.

Proposition 5.
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Chapitre VI Séries de fonctions

Etant donnée une suite de fonctions (un)n∈N ∈ F(I,K)N,
on dé�nit la suite (SN (·))N∈N de ses fonctions sommes

partielles par : ∀N ∈ N, SN : x 7→
N∑
k=0

uk(x)

Dé�nition 1 (Sommes partielles).

Soit I un intervalle réel, (un)n∈N ∈ F(I,K). On dit

qu'une série
∑
n≥0

un de fonctions converge simplement

sur I si :
si pour tout x ∈ I, la série numérique

∑
n≥0

un(x) CV

Si tel est le cas, on dé�nit la somme de la sé-

rie de fonctions
∑
n≥0

un(·), notée

+∞∑
n=0

un , par :

+∞∑
n=0

un : I −→ K, x 7−→
+∞∑
n=0

un(x) .

Dé�nition 2.

On dit qu'une série de fonctions
∑
n≥0

un de

fonctions de F(I,K) converge uniformé-

ment sur I intervalle réel vers sa somme S

si : sup
t∈I

{∣∣∣∣∣
N∑
n=0

un(t)− S(t)

∣∣∣∣∣
}

= ‖SN − S‖∞,I −−−−−→
N→+∞

0

Dé�nition 3.

∑
n≥0

un une série de fonctions de F(I,K) converge

normalement sur I si la série numérique (positive)∑
n≥0

‖un‖∞,I converge.

Dé�nition 4.

Si
∑
n≥0

un CVN sur I, alors elle converge uniformément.

Si
∑
n≥0

un CVU sur I, alors elle converge simplement.

Proposition 1 (CVN ⇒ CVU, CVU ⇒ CVS).

∑
n≥0

αn une série num. convergente et
∑
n≥0

un série de fonc-

tions telles que : ∀n ∈ N, (∀x ∈ I, |un(x)| ≤ αn)

Alors
∑
n≥0

un CVN sur I.

Proposition 2 (CVN via série majorante).

Soient I un intervalle réel, (un)n∈N ∈ F(I,K)N une suite
de fonctions continues sur I, telle que la série de fonc-

tions
∑

un CVU sur I vers S ∈ F(I,K). Alors S est

continue sur I.

Proposition 3 (continuité de la somme).

Soient I = [a, b], (un)n∈N ∈ F([a, b],K)N une suite de

fonctions continues sur [a, b], telle que la série
∑

un

CVU sur [a, b] vers S ∈ F([a, b],K). Alors la série numé-

rique
∑∫ b

a

un(t) dt CV et :

+∞∑
n=0

(∫ b

a

un(t) dt

)
=

∫ b

a

(
+∞∑
n=0

un(t)

)
dt =

∫ b

a

S(t) dt

Proposition 4 (Intégration terme à terme sur un segment).

Soient I un intervalle de R, (fn)n∈N ∈ F(I,K)N tels
que :

i) ∀n ∈ N, fn est c.p.m. et intégrable sur I ;

ii) la série de fonctions
∑
n≥0

fn CVS sur I vers

S continue par morceaux sur I ;

iii) la série num.
∑
n≥0

∫
I

|fn(t)|dt converge (domination

)

Alors la somme S de la série
∑
n≥0

fn

est intégrable sur I , la série
∑
n≥0

∫
I

fn CV , et

∫
I

(
+∞∑
n=0

fn(t)

)
dt =

+∞∑
n=0

∫
I

fn(t)dt .

Théorème 5 (d'intégration terme à terme sur un intervalle qcq).

Soient I un intervalle, (un)n∈N ∈ C1(I,K)N telle que la

série de fonctions
∑

un CVS sur I vers S, et telle que la

série
∑

u′n de ses dérivées CVU sur I vers T .

Alors S est de de classe C1 sur I, et S′ = T .

Proposition 6 (Dérivation terme à terme).
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Chapitre VII Réduction

On dit qu'un s.-e.v. F de E est stable par u si :

u(F ) ⊂ F

Dé�nition 1 (sous-espace vectoriel stable).

Soit u ∈ L(E). Ker(u) et Im(u) sont stables par u.

Proposition 1.

Soit u ∈ L(E). Un droite vectorielle D = VectK(−→v ) =
{α−→v ; α ∈ K} dirigée par un vecteur non nul −→v est dite
stable par u si : u(D) ⊂ D

Dé�nition 2 (droite stable).

Soient u ∈ L(E), −→v ∈ E un vecteur NON NUL, dirigeant
la droite D = VectK(−→v ).
Alors D est stable par u si et seulement si ∃λ ∈
K; u(−→v ) = λ−→v .

Proposition 2.

Soit u ∈ L(E). Un vecteur −→v ∈ E est dit
vecteur propre de u si{ −→v 6= −→0E

∃λ ∈ K; u(−→v ) = λ−→v

Pour un tel λ ∈ K, on dit que le vecteur propre −→v est
associé à la valeur (propre) λ.

Dé�nition 3 (vecteur propre).

Pour un vecteur −→v NON NUL, on a l'équivalence entre :

i) −→v est un vecteur propre de u ∈ L(E)

ii) la droite VectK(−→v ) est stable par u.

Proposition 3.

Soit u ∈ L(E). Un scalaire λ ∈ K est dit valeur propre
de u s'il existe un vecteur −→v ∈ E NON NUL tel que :

(1)

{ −→v 6= −→
0

u(−→v ) = λ−→v

Pour un tel vecteur −→v ∈ E (NON NUL), on dit que la
valeur propre λ est associé au vecteur (propre) −→v .

Dé�nition 4 (valeur propre).

λ est valeur propre de u ssi u− λidE est non inversible
λ est valeur propre de u ssi det(λidE − u) = 0

Proposition 4.

Soit u ∈ L(E). On appelle spectre de u dans K l'en-
semble noté SpK(u) dé�ni par :

SpK(u) =
{
λ ∈ K; ∃−→v ∈ E \ {−→0E}, u(−→v ) = λ−→v

}
il s'agit de l'ensemble des valeurs propres de u appartenant
à K.

Dé�nition 5 (spectre).

Soit u ∈ L(E), et λ ∈ SpK(u) une valeur propre de u.
On dé�nit le sous-espace propre de u associé à la va-
leur propre λ, noté Eu,λ ou Eλ par :

Eu,λ = Ker(λidE − u) = {−→v ∈ E; u(−→v ) = λ−→v }

Dé�nition 6 (sous-espace propre).

lemme 5. Pour tout λ ∈ SpK(u), Eu,λ est un sous-espace vecto-
riel de E contenant au moins une droite stable engendrée par un
vecteur propre −→v (non nul ! ! !) associé à λ.

En particulier, dimEu,λ ≥ 1

lemme 6. E1, . . . En la base canonique de Mn,1(K) et x ∈ K, on
a : det ([C1, . . . , Cn]− xIn) =
det ([C1 − xE1, . . . , Cn − xEn]) = det([C1, . . . , Cn]) x0 + . . . x1 +
· · ·+ (−1)n Tr([C1, . . . , Cn]) xn−1 + (−1)nxn

Soit A ∈ Mn(K). L'application x 7→ det(xIn − A) est
polynômiale de degré n en x. On la note χA, et le poly-
nôme de Kn[X] associé est appelé polynôme caracté-

ristique de A.

Dé�nition 7.
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Soit u ∈ L(E). L'application x 7→ det(xidE−u) est poly-
nômiale de degré n en x. On la note χu, et le polynôme de
Kn[X] associé est appelé polynôme caractéristique

de u.

Dé�nition 8.

Soit u ∈ L(E) (resp. A ∈Mn(K)), et λ ∈ K une valeur
propre de u (resp. de A).

On appelle multiplicité de la valeur propre λ la

multiplicité de la racine λ dans le polynôme caractéri-
sique χu de u (resp. χA de A).
(i.e. mλ est la puissance de X − λ dans χu)

Dé�nition 9 (multiplicité).

Soient u ∈ L(E), avec E de dimension n. Le poly-
nôme caractéristique χu de u est scindé sur C. Soient
s ∈ N, et λ1, . . . , λs les valeurs propres deux à deux dis-
tinctes de u, de multiplicités respectives mλ1

, . . . ,mλs .

Alors

s∑
i=1

mλi = n et

χu =

s∏
i=1

(X − λi)mλi

Proposition 7.

Soient u ∈ L(E), avec E de dimension n et son polynôme

caractéristique scindé χu =

s∏
i=1

(X − λi)mλi , avec s ∈ N,

et λ1, . . . , λs les valeurs propres deux à deux distinctes de
u, de multiplicités respectives mλ1 , . . . ,mλs .

Alors det(u) =

s∏
i=1

λ
mλi
i et Tr(u) =

s∑
i=1

mλiλi

Proposition 8.

Soient u et v dans L(E) tels que u ◦ v = v ◦ u . Alors
tout s.-e.v. stable par u est stable par v.

Proposition 9.

Soient u et v dans L(E) tels que u ◦ v = v ◦ u . Alors
Ker(u) et Im(u) sont stables par v.

Proposition 10.

Soit u ∈ L(E). On dit que u est diagonalisable sur K
s'il existe une base B′ = (v1, . . . , vn) de E constituée de
vecteurs propres de u.

Dé�nition 10 (diagonalisabilité).

Soit u ∈ L(E) diagonalisable, B′ = (v1, . . . , vn) une base
de vecteurs propres associés dans cet ordre aux valeurs
propres (répétées ou non) (δ1, . . . , δn) ∈ Kn.

Alors MatB′(u) =


δ1 0 . . . 0 0
0 δ2 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . . δn−1 0
0 0 . . . 0 δn

 = D est

une matrice diagonale. En outre, en notant P la matrice
de passage de la base canonique de la base B à la base
B′, et A = MatB(u), on a :

P−1AP = D

PDP−1 = A

Proposition 11.

Soit A ∈Mn(K). On dit que A est diagonalisable sur K
si l'endomorphisme u canoniquement associé est diagona-
lisable.

Dé�nition 11 (diagonalisabilité).

Une matrice carrée est diagonalisable si et seulement si
elle est semblable à une matrice diagonale.

Proposition 12.

lemme 13. Toute famille de vecteurs propres de u ∈ L(E) asso-
ciés à des valeurs propres deux à deux distinctes est libre.
lemme 14. Soit u ∈ L(E), s ∈ N∗, et λ1, . . . , λs les valeurs
propres deux à deux dictinctes de u.
Alors la somme des sous-espaces propres est directe :
s∑
i=1

Eλi =

s⊕
i=1

Eλi ⊂ E.

Soit λ ∈ K une valeur propre de u ∈ L(E), de multiplicité
mλ, et Eλ le sous-espace propre associé.

Alors 1 ≤ dim(Eλ) ≤ mλ.

Proposition 15 ( dimension des s.e.p. et multiplicité).
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Soient u ∈ L(E), s ∈ N, et λ1, . . . , λs les valeurs propres
deux à deux distinctes de u, de multiplicités respectives
mλ1

, . . . ,mλs , et Eλ1
, . . . , Eλs leurs sous-espaces propres

respectifs.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) u est diagonalisable sur K ;

ii) E =

s⊕
i=1

Eλi ;

iii) ∀i ∈ [[1, s]], dim(Eλi) = mλi et n =
s∑
i=1

dim(Eλi).

iv) dimE =
∑

λ∈Sp(u)

dim(Eλ) .

Théorème 16 (CNS de diagonalisabilité).

Soit u ∈ L(E) de polynôme caractéristique χu.

Si χu est scindé à racines simples sur K, alors

u est diagonalisable sur K.

Proposition 17 (CS de diagonalisabilité).

Soit A ∈Mn(K) de polynôme caractéristique χA.

Si χA est scindé à racines simples sur K, alors

A est diagonalisable sur K.

Proposition 18 (CS de diagonalisabilité).

Une matrice A ∈ Mn(K) est dite trigonalisable si elle
est semblable à une matrice triangulaire.

Dé�nition 12.

Si le polynôme caractéristique χA de A ∈ Mn(K) est

scindé (sur K), alors A est trigonalisable.

i.e. ∃ P ∈ GLn(K); T = P−1AP triangulaire

Proposition 19.

Un endomorphisme u ∈ L(E) est dit trigonalisable s'il
existe une base dans laquelle la matrice représentative de
u est triangulaire.

Dé�nition 13.

Soit (δ1, . . . , δn) ∈ Kn,D =
δ1 0 . . . 0 0
0 δ2 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . . δn−1 0
0 0 . . . 0 δn

 diagonale, alors

∀k ∈ N, Dk =



δk1 0 . . . 0 0

0 δk2 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . . δkn−1 0

0 0 . . . 0 δkn



Proposition 20.

Soit u ∈ L(E) diagonalisable, B′ = (v1, . . . , vn) une base
de vecteurs propres associés dans cet ordre aux valeurs
propres (répétées ou non) (δ1, . . . , δn) ∈ Kn,MatB′(u) =
δ1 0 . . . 0 0
0 δ2 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . . δn−1 0
0 0 . . . 0 δn

 = D. En notant P la ma-

trice de passage de la base canonique de la base B à la
base B′, et A = MatB(u), on a :

∀k ∈ N, Ak = PDkP−1

Proposition 21.
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Chapitre VIII Equations di�érentielles

Soient I un intervalle de R, a ∈ K, et g : I → K
dérivable.
Notons (H) : y′ − ay = 0 et (E) : y′ − ay = g(t) .

• L'ensemble des solutions de l'équa-
tion di�érentielle homogène (H) est

SH =
{
f : I → K, t 7→ λeat, λ ∈ K

}
.

• Si yP est une solution particulière de (E),
l'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle (E)
est

SE =
{
f : I → K, t 7→ yp(t) + λeat, λ ∈ K

}
.

Théorème 1 (EDL 1 à coef. constants avec second membre).

Soient I un intervalle de R, a : I → K continue, et A une
primitive (quelconque) de a sur I, et g : I → K dérivable.

Notons (H) : y′ − a(t) y = 0 et

(E) : y′ − a(t) y = g(t) .

• L'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle (H)
est

SH =
{
f : I → K, t 7→ λeA(t), λ ∈ K

}
.

• Si yP est une solution particulière de (E) ,
l'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle (E)
est

SE =
{
f : I → K, t 7→ yp(t) + λeA(t), λ ∈ K

}
.

Théorème 2 (EDL 1 à coef. continus avec second membre).

Soient I un intervalle de R, a et b appartenants à C, et
g : I → C deux fois dérivable.
Notons r1 et r2 les deux racines complexes de l'équation

r2 − ar − b = 0. Notons (H) : y′′ − ay′ − by = 0 et

(E) : y′′ − ay′ − by = g(t) .

• Si r1 6= r2 et yP est une solution particulière de (E) :

SC,H =
{
f : I → C, t 7→ λer1t + µer2t, (λ, µ) ∈ C2

}
et

SC,E =
{
f : I → C, t 7→ yp(t) + λer1t + µer2t, (λ, µ) ∈ C2

}
.

• Si r1 = r2 et yP est une solution particulière de

(E) :

SC,H =
{
f : I → C, t 7→ (λ+ µt)er1t, (λ, µ) ∈ C2

}
et

SC,E =
{
f : I → C, t 7→ yp(t) + (λ+ µt)er1t, (λ, µ) ∈ C2

}
.

Théorème 3 (EDL 2 à coef. constants avec second membre).

Pour une équation (E) : y′′ + by′ + cy = A cos(ωt) +
B sin(ωt) de second membre de la forme c(t) =
A cos(ωt)+B sin(ωt) avec A,B, ω, b, c ∈ R, on peut cher-
cher une solution particulière yp sous la forme : yp : t 7−→
C cos(ωt) +D sin(ωt)

Proposition 4.

Soient (d1, . . . , dn) ∈ Kn et D = Diag(d1, . . . , dn) ∈
Mn(K), (z01, . . . , z0n) ∈ Kn les coordonnées
de Z0 ∈ Mn1(K). Le problème de Cauchy

(PC)
{
Z ′ = D Z (H)
Z(t0) = Z0 (CI)

admet pour unique solution l'application

Z : t 7−→

z01e
d1(t−t0)

...

z0ne
dn(t−t0)



Proposition 5.

Soient n ∈ N, et A ∈ Mn(C) une matrice

diagonalisable ; notons X ′(·) = A X(·) (H) .

Soient D = Diag(d1, . . . , dn) ∈ Mn(C) et B′ = (Vi)1≤i≤n ∈
(Cn)n une base de Cn telle que ∀i ∈ [[1, n]], AVi = diVi, et

P = (V1| . . . |Vn) ∈ GLn(K) la matrice de passage de la base cano-

nique à B′, de sorte que D = P−1AP .

Alors l'ensemble SH des solutions X : R −→ Cn

de (H) est :

SH =

{
t 7−→

n∑
k=1

µke
dkt Vk; (µk)1≤k≤n ∈ Cn

}

Pour trouver les solutions réelles, on remplace les paires de
termes complexes conjugués par la somme de leurs parties
réelles et imaginaires.

Proposition 6 (cas complexe).
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On appelle système di�érentiel linéaire tout système
d'équations de la forme (E) :


x′1(t)
...
...

x′n(t)

 =



a11(t) x1(t) + · · ·+ a1n(t) x1(t)
...

n∑
j=1

anj(t) xj(t)

...


+


b1(t)
...
...

bn(t)



ou encore, en notant X : t 7−→

x1(t)
...

xn(t)

,

X ′(t) = A(t) X(t) +B(t) (E)

où t désigne le temps, B : t 7−→ Mn,1(R) est une fonc-
tion continue est connue, X : t 7−→ Mn,1(R) est une
fonction dérivable inconnue, et A : R → Mn(R), t 7−→
(aij(t))1≤i≤n, 1≤j≤n

Dé�nition 1.

Si en outre on impose une condition initiale, on parle de
problème de Cauchy :

(PC)
{
X ′(t) = A(t) X(t) +B(t) (E)
X(t0) = X0 (CI)

avec t0 l'instant initial, et X0 ∈ Mn,1(R) la position à
l'instant initial.

Dé�nition 2.

Soient I un intervalle réel, t0 ∈ I (un instant initial),
n ∈ N∗, X0 ∈ Mn,1(K) (une position à l'instant initial),
A,B deux fonctions de F(I,Mn,1(R)).
Supposons que A et B sont continues sur I, alors le
problème de Cauchy

(PC)
{
X ′(t) = A(t) X(t) +B(t) (E)
X(t0) = X0 (CI)

admet une unique solution X : I → Mn,1(K), de

classe C1 sur I.

Théorème 7 (Cauchy-Lipschitz linéaire (ADMIS, preuve HP)).

Soient I un intervalle réel, t0 ∈ I, n ∈ N∗et
A ∈ C0(I,Mn,1(K)). Notons (H) Z ′(t) = A(t) Z(t),
et SH l'ensemble des solutions de (H).
Alors SH est un K -e. v., et ϕ : Mn,1(K) −→ SH

Z0 7−→ Z
,

avec Z la solution du pb de Cauchy

{
Z ′ = A(t)Z
Z(t0) = Z0

est un isomorphisme. Ainsi SH est un K-e.v. de

dimension n.

Proposition 8.

Soient I un intervalle, t0 ∈ I, n ∈ N∗ et A ∈
C0(I,Mn,1(K)).
Notons (E) X ′(t) = A(t) X(t)+B(t), et SE l'ensemble
des solutions de (E). Soit (H) l'équation homogène asso-
ciée , et SH l'ensemble de ses solutions.
Si Xp : I → Mn,1(K)) est une solution de (E), alors
SE = {X : t 7−→ Xp(t) + Z(t); Z ∈ SH}
Ainsi SE est un espace a�ne de dimension n, pas-
sant par Xp et dirigé par l'e. v. SH.

Proposition 9 (principe de superposition).

Soient t0 ∈ I, et x0, v0 ∈ K, a, b, c, d : I → K continues

et supposons que
�� ��a ne s'annule pas sur I . Alors

le pb de Cauchy (PC)

 a(t)y′′ + b(t)y′ + c(t)y = d(t)
y(t0) = x0
y′(t0) = v0

admet une unique solution y : I → K.

Théorème 10 (de Cauchy-Lipschitz linéaire d'ordre 2).

Notons SH l'ensemble des solutions de (H).
1) Pour t0 ∈ I �xé, l'application
ϕt0 : SH −→ K2; y 7−→ (y(t0), y′(t0)) est un isomor-
phisme de K-e.v.
2) SH est un K-e.v. de dimension 2.

Proposition 11.

Notons SL l'ensemble des solutions de (L).
Soit yp une solution de (L). Alors SL = {yp+q; q ∈ SH}
i.e. SL est l'espace a�ne de dimension 2.

Proposition 12.
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Chapitre IX Espaces probabilisés

Si Ω est un ensemble, on appelle tribu des évènements

sur Ω une partie A de l'ensemble P(Ω) des parties de Ω
telle que :

1. Ω ∈ A,
2. pour tout A ∈ A, A = Ω \A ∈ A,
3. pour toute suite (An)n>0 d'éléments de A, la

réunion

+∞⋃
n=0

An appartient à A.

Dé�nition 1.

Deux évènements. A et B sont dits incompatibles si
A ∩B = ∅.

Dé�nition 2 (Evènements incompatibles).

Si Ω est un ensemble et A une tribu sur Ω, on appelle
probabilité sur (Ω,A) une application P : A → [0, 1] telle
que :

1. P(Ω) = 1,

2. pour toute suite (An)n>0 d'événements incompa-
tibles,

P

(+∞⋃
n=0

An

)
=

+∞∑
n=0

P(An).

Dé�nition 3.

On appelle espace probabilisé un triplet (Ω,A,P) où A
est une tribu et P une probabilité sur (Ω,A).

Dé�nition 4.

Une variable aléatoire discrète X sur (Ω,A,P) est une
application dé�nie sur Ω dont l'image est �nie ou dénom-
brable et telle que l'image réciproque de tout élément de
X(Ω) appartient à A.
Sa loi est la donnée des P({X = k}) pour k ∈ X(Ω), on
la note PX , et on peut la dé�nir comme suit :
∀k ∈ X(Ω), PX({k}) = P({ω ∈ Ω; X(ω) = k})
= P({X = k}) = P(X−1({k}))

Dé�nition 5 (Loi d'une variable aléatoire discrète).

Si X prend ses valeurs dans { xn ; n > 0 }, les xn
étant distincts, et si (pn)n>0 est une suite de réels positifs

véri�ant

+∞∑
n=0

pn = 1, alors il existe une probabilité P sur

(Ω,A) telle que P (X = xn) = pn pour tout n ∈ N.

Théorème 1.

On appelle loi de Bernoulli de paramètre réel p ∈ [0, 1] la
loi, notée b(p), dé�nie pour X ↪→ b(p) par :

P ({X = 0}) = (1− p) et P ({X = 1}) = p

Dé�nition 6.

On appelle loi binomiale de paramètres N ∈ N∗ et
p ∈ [0, 1] la loi, notée B(N, p), dé�nie pour X ↪→ B(N, p)
par :

∀k ∈ [[0, N ]], P ({X = k}) =

(
n

k

)
pk(1− p)N−k

Dé�nition 7.

On appelle loi géométrique de paramètre réel p la loi, no-
tée G(p), dé�nie pour X ↪→ G(p) par :

∀k ∈ N∗, P({X = k}) = (1− p)k−1p

Dé�nition 8.

On appelle loi de Poisson de paramètre réel λ la loi, notée
P(λ) dé�nie pour X ↪→ P(λ) par :

P({X = k}) =
λk

k!
e−λ

Dé�nition 9.

+∞⋂
n=0

An ∈ A.

Proposition 2.
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si (An)n>0 est une suite d'événements telle que, pour tout
n, on ait An ⊂ An+1, alors :

lim
n→+∞

P(An) = P

(+∞⋃
n=0

An

)
.

Proposition 3 (Continuité croissante :).

si (An)n>0 est une suite d'événements telle que, pour tout
n, on ait An+1 ⊂ An, alors :

lim
n→+∞

P(An) = P

(+∞⋂
n=0

An

)
.

Proposition 4 (Continuité décroissante :).

si (An)n∈N est une suite d'événements, alors :

P

(+∞⋃
n=0

An

)
6

+∞∑
n=0

P(An).

Proposition 5 (Sous additivité :).

Si A et B sont deux événements tels que P(B) > 0, on
appelle probabilité conditionnelle de A sachant B le réel

PB(A) =
P(A ∩B)

P(B)

Dé�nition 10.

Deux évènements A et B sont dits indépendants si
P(A ∩B) = P(A)×P(B).

Dé�nition 11 (Indépendance de deux événements).

Si P(B) > 0, A et B indépendants ssi PB(A) = P(A).

Proposition 6.

Des évènements A1, . . . , An sont dits deux à deux in-

dépendants si pour tous i, j ∈ [[1, n]], P(Ai ∩ Aj) =
P(Ai)×P(Aj)

Dé�nition 12 (Indépendance 2 à 2).

Des évènements A1, . . . , An sont dits mutuellement

indépendants si pour toute partie J non vide de [[1, n]],
on a :

P

⋂
j∈J

Aj

 =
∏
j∈J

P(Aj)

Dé�nition 13 (Indépendance mutuelle).

Soient A1, . . . , An des évènements tels que

P(

n⋂
i=1

Ai) 6= 0. Alors

P(A1 ∩ · · · ∩ An) =
P(A1)PA1(A2)PA1∩A2(A3) . . .P⋂n−1

i=1 Ai
(An)

Proposition 7 (Formule des probabilités composées).

Système complet dénombrable d'événements. Une famille
dénombrable (An)n∈N d'évènement est dite système

complet dénombrable d'événements si :

Ω =

+∞⋃
n=0

An et,

∀i 6= j, Ai ∩ Aj = ∅

Dé�nition 14.

si (An)n∈N est un système complet d'événe-

ments, alors la série
∑

P(B ∩ An) converge et

P(B) =

+∞∑
n=0

PAn(B) P(An)

Proposition 8 (Formule des probabilités totales).

Soit (An)n∈N est un système complet d'événements, et B
un évènement tel que P(B) > 0.

Alors ∀k ∈ N, PB(Ak) =
PAk(B) P(Ak)

+∞∑
n=0

PAn(B) P(An)

Proposition 9 (Formule de Bayes).
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Soit (an)n∈N une suite de CN. On appelle série entière

(de la variable complexe z) la série de fonctions
∑
n≥0

un(·)

dé�nie par :

∀n ∈ N, un : C → C
z 7→ an z

n

On la note parfois (abusivement)
∑
n≥0

an z
n

Dé�nition 1.

Soient (an)n∈N une suite de CN et z0 ∈ C∗.
Si la suite (anz

n
0 ) est bornée alors, pour tout nombre com-

plexe z tel que |z| < |z0|, alors la série
∑

anz
n est ab-

solument convergente.

Proposition 1 (Lemme d'Abel).

Soient (an)n∈N une suite de CN. On appelle

rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n le

nombre R ∈ R+ dé�ni par :
R = sup

{
r ∈ R+; la suite (anr

n)n∈N est bornée
}
.

Dé�nition 2 (Rayon de convergence).

Soient (an)n∈N une suite de CN, et R le rayon de conver-

gence de la série entière
∑

anz
n. Alors pour tout z ∈ C

tel que |z| < R, la série numérique
∑

anz
n converge

absolument.

Proposition 2.

Soit (an)n∈N une suite de CN, et R le rayon de conver-

gence de la série entière
∑

anz
n. On appelle disque

ouvert de convergence l'ensemble noté D(0, R) dé-
�ni par :

D(0, R) = {z ∈ C; |z| < R}

Dé�nition 3.

Soit (an)n∈N une suite de CN et R le rayon de convergence

de la série entière
∑

anz
n.

1. Si z ∈ C est tel que
∑

anz
n converge, alors

R ≥ |z|

2. Si z ∈ C est tel que
∑

anz
n diverge, alors R ≤ |z|

Proposition 3 (à savoir redémontrer).

Soit (an)n∈N une suite de CN qui ne s'annule jamais,

et R le rayon de convergence de la série entière
∑

anz
n.

Pour z 6= 0, et n ∈ N on pose αn = anz
n.

Si lim
n→+∞

∣∣∣∣an+1 z
n+1

an zn

∣∣∣∣ = `|z|.

Pour tout z tel que |z| < 1

`
, la série numérique

∑
anz

n

est ACV, donc R ≥ 1

`
.

Pour tout z tel que |z| > 1

`
, la série numérique

∑
anz

n

est GDV, donc R ≤ 1

`
.

Ainsi R le rayon de convergence de la série entière∑
anz

n vaut R =
1

`
.

Proposition 4 (HP (à savoir redémontrer)).

La série entière
∑
n≥0

zn a pour rayon de convergence

R = 1.

Pour tout z ∈ D(0, 1), on a
1

1− z
=

+∞∑
n=0

zn

Proposition 5 (Série entière géométrique).

La série entière
∑
n≥0

zn

n!
a pour rayon de convergence

R = +∞.

Pour tout z ∈ C, sa somme exp(z) =

+∞∑
n=0

zn

n!

Proposition 6 (Série entière exponentielle).
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Soit
∑

anz
n une série entière de rayon de convergence

R > 0. Alors la somme S : z 7→
+∞∑
n=0

anz
n est continue

sur D(0, R).

Proposition 7 (Continuité de la somme).

Les séries entières
∑

anz
n et

∑
nanz

n ont même rayon

de convergence.

Proposition 8.

Soient
∑

anz
n et

∑
bnz

n deux séries entières de rayons

de convergences respectifs Ra et Rb. Alors :
i) si an = O(bn), alors Ra > Rb ;
ii) si |an| ∼ |bn|, alors Ra = Rb.

Proposition 9 (comparaison).

Soient
∑

anz
n et

∑
bnz

n deux séries entières de rayons

de convergences respectifs Ra et Rb. Alors le rayon de

convergence R de la série entière somme
∑

(an + bn)zn

véri�e l'inégalité : R ≥ min(Ra, Rb)

En outre, il y a égalité si et seulement si Ra 6= Rb.

En�n, ∀z ∈ D(0, R),

+∞∑
n=0

(an + bn)zn =

+∞∑
n=0

anz
n +

+∞∑
n=0

bnz
n

Proposition 10.

Etant données deux séries entières
∑
n≥0

anz
n et

∑
n≥0

bnz
n

de rayons de convergence Ra et Rb, le rayon de conver-

gence Rc de leur produit de Cauchy
∑

cnz
n vé-

ri�e Rc ≥ min(Ra, Rb), (où ∀n cn =

n∑
k=0

akbn−k =∑
p,q∈N; p+q=n

apbq ). En outre, pour tout z ∈ C tel que

|z| < Rc, on a :

+∞∑
k=0

ckz
k =

+∞∑
k=0

(
k∑
p=0

apbk−pz
k

)
=

(
+∞∑
p=0

apz
p

)(
+∞∑
q=0

bqz
q

)

Proposition 11 (Rayon de convergence du produit de Cauchy ).

Soit
∑
n≥0

ant
n une série entière de la variable réelle de

rayon de convergence R, et f =

+∞∑
n=0

un sa somme, avec

∀n ∈ N, un : t 7→ ant
n.

Alors pour tout segment K = [−a, a] ⊂] − R,R[, pour

0 ≤ a < R, la série de fonctions
∑

un converge norma-

lement sur K.

Théorème 12 (Convergence normale).

Soit
∑
n≥0

ant
n une série entière de la variable réelle de rayon

de convergence R > 0.

Alors sa somme f : t 7−→
+∞∑
n=0

ant
n est dé�nie et continue

sur ]−R,R[.

Théorème 13 (Continuité de la somme sur l'ouvert de cvce).

Soit
∑
n≥0

anz
n une série entière de rayon de convergence

R, et f sa somme. Alors la série entière
∑
n≥0

an
zn+1

n+ 1
a un

rayon de convergence R. De plus, toute primitive F sur

] − R,R[ de f :] − R,R[→ C, t 7→
+∞∑
n=0

ant
n est de la

forme :

F :]−R,R[→ C, t 7→ F (0) +

+∞∑
n=0

an
tn+1

n+ 1

Théorème 14 (intégration t à t d'1 somme de série entière).

Soit
∑
n≥0

anz
n une série entière de rayon de convergence

R, et S sa somme. Alors
1) S :]−R,R[→ C est dérivable sur ]−R,R[ et

∀t ∈]−R,R[, S′(t) =

+∞∑
n=1

nant
n−1 =

+∞∑
m=0

(m+ 1)am+1t
m .

2) S est de classe C∞ sur ] − R,R[ et pour tout k ∈ N,
on a :

S(k)(t) =

+∞∑
n=k

n!

(n− k)!
ant

n−k =

+∞∑
m=0

(m+ k)!

m!
am+kt

m

Théorème 15 (dérivation t à t d'1 somme de série entière).
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Une fonction f : I → C dé�nie sur un intervalle I conte-
nant 0 est dite développable en série entière s'il existe un
réel r > 0 et une suite (an) ∈ CN tels que : ]− r, r[⊂ I et

∀t ∈ ]− r, r[, f(t) =

+∞∑
n=0

an t
n

Dé�nition 4.

Soit S la somme de la série entière
∑

anz
n de rayon

de convergence R > 0. On a : Pour tout n ∈ N,

an =
S(n)(0)

n!
.

En particulier, si f : t 7→
+∞∑
n=0

ant
n est DSE sur un inter-

valle non vide ]− r, r[, avec R < 0 et

si f(t) = 0, ∀t ∈]−R,R[, alors ∀n ∈ N, an = 0

Proposition 16 (unicité du DSE).

La fonction f : t 7→ 1

1− t
est développable en série en-

tière sur ]− 1, 1[ et

∀t ∈]− 1, 1[,
1

1− t
=

+∞∑
n=0

tn

Proposition 17.

La fonction f : t 7→ exp(t) =

+∞∑
n=0

tn

n!
est développable en

série entière sur R.
De plus elle véri�e l'équation di�érentielle y′ = y, avec la
condition initiale y(0) = 1, donc

∀t ∈ R, et = exp(t) =

+∞∑
n=0

tn

n!

Proposition 18.

Soit α ∈ R. La fonction f : t 7→ (1 + t)α est développable
en série entière sur ]− 1, 1[ et
∀t ∈]− 1, 1[,

(1 + t)α = 1 +

+∞∑
n=1

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
tn

Proposition 19.

sin t =

+∞∑
p=0

(−1)p t2p+1

(2p+ 1)!
, pour tout t ∈ R

cos t =

+∞∑
p=0

(−1)p t2p

(2p)!
, pour tout t ∈ R

etz =

+∞∑
k=0

zk

k!
tk, pour tout t ∈ R, avec z ∈ C �xé

sh t =

+∞∑
p=0

t2p+1

(2p+ 1)!
, pour tout t ∈ R

ch t =

+∞∑
p=0

t2p

(2p)!
, pour tout t ∈ R

1

1 + t
=

+∞∑
p=0

(−1)ptp, pour tout t ∈]− 1, 1[

1

1− t
=

+∞∑
p=0

tp , pour tout t ∈]− 1, 1[

1

1 + t2
=

+∞∑
p=0

(−1)pt2p, pour tout t ∈]− 1, 1[

1

1− t2
=

+∞∑
p=0

t2p, pour tout t ∈]− 1, 1[

ln(1 + t) =

+∞∑
p=1

(−1)p−1tp

p
, pour tout t ∈]− 1, 1]

ln(1− t) = −
+∞∑
p=1

tp

p
, pour tout t ∈ [−1, 1[

Arctan(t) =

+∞∑
p=0

(−1)pt2p+1

2p+ 1
, pour tout t ∈ [−1, 1]

1√
1− t2

= 1 +

+∞∑
n=1

(2n)!

(2nn!)2
t2n, ∀t ∈]− 1, 1[

1√
1 + t2

= 1 +

+∞∑
n=1

(−1)n
(2n)!

(2nn!)2
t2n, ∀t ∈]− 1, 1[

1√
1− t

= 1 +

+∞∑
n=1

(2n)!

(2nn!)2
tn, pour tout t ∈]− 1, 1[

(car
1 · 3 · · · · · (2n− 1)

2 · 4 · · · · · (2n)
=

(2n)!

(2nn!)2
)

Arcsin(t) = t+

+∞∑
n=1

(2n)!

(2nn!)2
t2n+1

2n+ 1
, ∀t ∈]− 1, 1[

Proposition 20.
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Chapitre XI Isométries, endomorphismes symétriques

Une application B : E×E −→ R est dite bilinéaire si
∀y, y, z ∈ E, ∀λ ∈ R, < x; y + λz >=< x; y > +λ <
x; z > et < x+ λy; z >=< x; z > +λ < y; z >

Dé�nition 1.

L'application < •; • >: E × E → R est un
produit scalaire réel si :

i) < •; • > est symétrique

(i.e. ∀v, w ∈ E,< w; v >= < v;w >) ;

ii) < •; • > est bilinéaire

iii) < •; • > est positive (i.e. ∀v ∈ E,< v; v > ≥ 0) ;

iv) < •; • > est dé�nie (i.e. ∀v ∈ E, (< v; v >=

0 ⇒ v = 0E)) ;

Dé�nition 2 (Produit scalaire).

E espace vectoriel muni du p.s. < •; • >. Alors

∀(u, v) ∈ E2, | < u|v > | ≤
√
< u|u >

√
< v|v >

en particulier, si ‖ ‖ : x 7→
√
< x|x > , on a :

∀(u, v) ∈ E2, | < u|v > | ≤ ‖u‖ ‖v‖ .
En outre, il y a égalité si et seulement si u et v sont coli-
néaires.

Proposition 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz (rappel PCSI)).

Si < •; • > est un produit scalaire sur E on dit que l'ap-
plication ‖ ‖ : x 7→

√
< x;x > est

la norme associée

Dé�nition 3.

Soit E un R-espace vectoriel euclidien pour le produit sca-
laire < ; > et ‖ ‖ la norme associée.
L'application ‖ ‖ : E → R véri�e les propriétés (caractié-
risant une norme ) :

i) ∀x ∈ E, ‖x‖ ≥ 0 (positivité) ;

ii) ∀x ∈ E, [ ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0E ] (séparation) ;

iii) ∀x ∈ E, ∀λ ∈ R, ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (homogé-

néité) ;

iv) ∀(x, y) ∈ E2, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (inégalité

triangulaire) ;

Proposition 2 (propriétés de la norme associée à un p.s.).

Soit E un R-espace vectoriel euclidien pour le produit sca-
laire < ; > et ‖ ‖ la norme associée.
Pour tous vecteurs u et v on a :

< u+ v|u+ v >= ‖u‖2 + 2 < u|v > +‖v‖2

< u− v|u− v >= ‖u‖2 − 2 < u|v > +‖v‖2

Proposition 3 (propriétés de la norme associée à un p.s.).

Une famille F = (x1, . . . , xn) de vecteurs de E, pour
n ∈ N∗ �xé, est dite orthogonale si :
∀(i, j) ∈ [[1, n]]

2
, i 6= j ⇒< xi|xj >= 0

Dé�nition 4.

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Proposition 4.

Soit F = (v1, . . . , vn) une famille orthogonale de vecteurs

de E. alors

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

vi

∥∥∥∥∥
2

=

n∑
i=1

‖vi‖2.

Théorème 5 (de Pythagore).

Une famille B = (e1, . . . , en) de E est dite base orthonor-
mée si elle est libre et génératrice et véri�e :

∀i, j ∈ [[1, n]], < ei|ej >= δji =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

Dé�nition 5 (B.O.N.).
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Si B = (e1, . . . , en) est une base orthonormée de E,

x =

n∑
i=1

xiei et y =

n∑
i=1

yjej deux vecteurs de E de co-

ordonnées respectives dans cette base (x1, . . . , xn) ∈ Rn
et (y1, . . . , yn) ∈ Rn, alors :

< x|y >=

n∑
k=1

xk yk

‖x‖ =

√√√√ n∑
k=1

x2k

Proposition 6 (coordonnées dans une b.o.n).

Remarque 2. En posant X =

(
x1
...xn

)
et Y =

(
y1
...yn

)
, le cal-

cul de < x|y >=

n∑
k=1

xkyk ∈ R s'identi�e au calcul matriciel

XTY =

(
n∑
k=1

xkyk

)
∈M11(R).

Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension
n ∈ N∗ et B = (f1, . . . , fn) une base de vecteurs de E.

En posant,

�



�
	e1 =

1

‖f1‖
f1 , et pour i allant de 2 à n,�

�
�
e′i = fi −

i−1∑
`=1

< e`|fi > e` et ei =
1

‖e′i‖
e′i ,

la famille
�� ��BGS = (e1, . . . , en) est une base orthonormée .

En outre ∀ 1 ≤ i ≤ n, Vect(e1, . . . , ei) =
Vect(f1, . . . , fi).

Proposition 7 (Algorithme de Gram-Schmidt ).

Soit F un sous-espace vectoriel de E. On appelle sous-
espace (vectoriel) orthogonal l'ensemble, noté F⊥

dé�ni par :
F⊥ = {y ∈ E; ∀x ∈ F, < x|y >= 0}.

Dé�nition 6 (orthogonal d'un s.e.v.).

On dit deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont
orthogonaux si : ∀f ∈ F, ∀g ∈ G, < f |g >= 0.

Dé�nition 7 ( s.e.v. orthogonaux).

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E ortho-

gonaux, alors la somme F +G est directe. On dit qu'elle
est directe orthogonale, et on note F +G = F ⊕G =
F ⊕⊥ G.

Proposition 8 (somme directe orthogonale).

dém : Pour x ∈ F ∩G, on a < x|x >= 0, donc x = 0E . �

Soit (E,< | >) un espace préhilbertien (réel, de di-
mension quelconque) et V un s.e.v. de E de dimension

�nie.
Pour tout x ∈ E, il existe un unique élément y ∈ V
tel que x− y ∈ V ⊥ ; il est noté y = PV (x) et est appelé

projeté orthogonal de x sur V .

En outre, si (u1, . . . , un) est une
base orthonormale de V , alors

PV (x) =

n∑
j=1

< uj |x > uj .

Proposition 9 (projeté orthogonal sur un s.e.v. de dimension �nie).

Pour E de dimension �nie, si F est un sous-espace vecto-

riel de E, alors E = F ⊕⊥ F⊥ .

dim(F⊥) = dimE − dim(F )

Proposition 10 (somme directe orthogonale).

Si V un sous-espace vectoriel de dimension �nie de
l'espace vectoriel E et x ∈ E �xé.
Alors :

∀x ∈ E, ‖x‖ ≥ ‖PV (x)‖

De plus le vecteur PV (x) est l'unique vecteur y0 ∈ V tel
que ‖x− y0‖ = min

y∈V
‖x− y‖

Proposition 11 (inégalité de Bessel).
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Chapitre XII Séries génératrices

On appelle fonction de répartition de la variable aléa-
toire réelle discrète X la fonction :FX : t 7→ P({X ≤ t})

Dé�nition 1 (Fonction de répartition).

FX est croissante sur R, lim
t→+∞

FX(t) = 1, lim
t→−∞

FX(t) =

0,

Proposition 1.

Série génératrice d'une variable aléatoire à valeurs dans N :

GX(t) = E(tX) =

+∞∑
n=0

P(X = n) tn.

Dé�nition 2.

La variable aléatoire X admet une espérance E(X) si et
seulement si GX est dérivable en 1, auquel cas, E(X) =
G′X(1).
La variable aléatoire X admet une variance si et seulement
si GX est deux fois dérivable en 1.

Proposition 2.

SiX et Y sont deux v.a. indépendantes, alors GX+Y =
GX ×GY

Proposition 3.

On appelle loi géométrique de paramètre réel p la loi, no-
tée G(p), dé�nie pour X ↪→ G(p) par :

∀k ∈ N∗, P({X = k}) = (1− p)k−1p

Dé�nition 3.

Pour X de loi G(p), on a :

E[X] =
1

p
, V[X] =

1− p
p2

, GX(s) =
ps

1− (1− p)s

Proposition 4.

Si P est la loi d'une v.a.r. à valeurs dans N, elle est géo-
métrique si et seulement si

∀k, n ∈ N, P(X > n+ k | X > n) = P(X > k).

Proposition 5 (La loi Géométrique est sans mémoire).

On appelle loi de Poisson de paramètre réel λ la loi, notée
P(λ) dé�nie pour X ↪→ P(λ) par :

P({X = k}) =
λk

k!
e−λ

Dé�nition 4.

Pour X de loi P(λ), on a :
E[X] = λ, V[X] = λ, GX(s) = eλ(s−1)

Proposition 6.

SiX ↪→ P(λ) et Y ↪→ P(µ) sont deux v.a. indépendantes,
alors X + Y ↪→ P(λ+ µ)

Proposition 7 (additivité de poissons indépendantes).
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Chapitre XIII Fonctions de 2 ou 3 variables, surfaces

Soit a un point de E, j ∈ [[1, p]], et f : E → R.
On dit que f admet une dérivée partielle en a par rapport
à sa jme coordonnée xj si la limite suivante existe et est
�nie (dans R) :

lim
h→0

1

h
(f(a+ h−→ei )− f(a))

Si tel est le cas on note
∂f

∂xj
(a) la valeur de cette limite.

Dé�nition 1.

Soit U un ouvert de E. Une application f : E → R est
dite de classe C1 sur U si ses applications dérivées partielles

u 7→ ∂f

∂xj
(u), pour j ∈ [[1, p]], existent et sont continues

sur U .

Dé�nition 2.

Soit U un ouvert de Rp.
L'ensemble C1(U ,R) est un R-espace vectoriel.

Proposition 1.

Soient U un ouvert de Rp, a = (ai)1≤i≤p un point de U ,
et f ∈ C1(U ,R) . Alors

f(a+
−→
h ) =−→

h→0

f(a) +

p∑
j=1

hj
∂f

∂xj
(a) + o

(
‖
−→
h ‖2

)

Proposition 2 (D.L. d'ordre 1).

Soit U un ouvert de R3, a un point de U et f : U → R une
application de classe C1 sur U . On appelle (vecteur) gra-

dient de f en a le vecteur, noté
−−−→
Gradf(a), correspondant

au vecteur colonne


∂f

∂x1
(a)

∂f

∂x2
(a)

∂f

∂x3
(a)

 dans la base canonique.

Dé�nition 3.

Soient U un ouvert de Rp, a = (ai)1≤i≤p un point de U ,
et f ∈ C1(U ,R) . Alors pour

−→
h vecteur de Rp, on a avec

la notation ( | ) pour le produit scalaire usuel :

f(a+
−→
h ) =−→

h→0

f(a) + (
−−−→
Gradf(a)|

−→
h ) + o

(
‖
−→
h ‖2

)

Proposition 3 (D.L. d'ordre 1).

Soit U un ouvert de R3, a un point de U et f : U → R une
application de classe C1 sur U . On appelle di�érentielle
de f en a l'application linéaire appartenant à L(Rp,R),
noté df(a), dé�nie par :

df(a) : (h1, . . . , hp) 7−→
p∑
j=1

hj
∂f

∂xj
(a)

Dé�nition 4.

Soient U un ouvert de Rp, a = (ai)1≤i≤p un point de U ,
et f ∈ C1(U ,R) . Alors pour

−→
h vecteur de Rp, on a :

f(a+
−→
h ) =−→

h→0

f(a) + df(a) •
−→
h + o

(
‖
−→
h ‖2

)
Proposition 4 (D.L. d'ordre 1).

Soient U un ouvert de R2, V un ouvert de R2, ϕ : U −→ V, (u, v) 7−→
(x(u, v), y(u, v))
et f : V −→ R, (x, y) 7−→ f(x, y), et g : (u, v) 7−→ f(x(u, v), y(u, v))
∂g

∂u
(u, v) =

∂f

∂x
(x(u, v), y(u, v)) ×

∂x

∂u
(u, v) +

∂f

∂y
(x(u, v), y(u, v)) ×

∂y

∂u
(u, v)

et
∂g

∂v
(u, v) =

∂f

∂x
(x(u, v), y(u, v)) ×

∂x

∂v
(u, v) +

∂f

∂y
(x(u, v), y(u, v)) ×

∂y

∂v
(u, v)

Proposition 5 (dérivée partielles de fonctions composées).

Soient V un ouvert de R2 ne contenant pas (0, 0), U un ouvert de R∗+×R,
ϕ : U −→ V, (ρ, θ) 7−→ (ρ cos θ, ρ sin θ)
et f : V −→ R, (x, y) 7−→ f(x, y), et
Pour g : (ρ, θ) 7−→ f((ρ cos θ, ρ sin θ))
∂g

∂ρ
(ρ, θ) =

∂f

∂x
(ρ cos θ, ρ sin θ)× cos θ +

∂f

∂y
(ρ cos θ, ρ sin θ)× sin θ

∂g

∂θ
(ρ, θ) =

∂f

∂x
(ρ cos θ, ρ sin θ) × (−ρ sin θ) +

∂f

∂y
(ρ cos θ, ρ sin θ) ×

ρ cos θ

Proposition 6 (utilisation des coordonnées polaires).
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Soient V un ouvert de R2 , U un ouvert de R2, a, b, c, d quatre réels tels
que Si ad − bc 6= 0, et ϕ : U −→ V, (u, v) 7−→ (au + bv, cu + dv) et
f : V −→ R, (x, y) 7−→ f(x, y), et
g : (u, v) 7−→ f(au+ bv, cu+ dv)
On a
∂g

∂u
(u, v) =

∂f

∂x
(x(u, v), y(u, v))× a+

∂f

∂y
(x(u, v), y(u, v))× b

et
∂g

∂v
(u, v) =

∂f

∂x
(x(u, v), y(u, v))× c+

∂f

∂y
(x(u, v), y(u, v))× d

Proposition 7 (changement de variables a�ne).

Soit U un ouvert de R3. Une application f : E → R est
dite de classe C2 sur U si les applications dérivées partielles

u 7→ ∂f

∂x
(u), u 7→ ∂f

∂y
(u), u 7→ ∂f

∂z
(u) existent et sont de

classe C1 sur U .

Dé�nition 5.

Si f : U → R est de classe C2 sur U ouvert de R3, alors
pour tous i, j ∈ [[1, 3]], et tout a ∈ U on a :

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a)

Théorème 8 (De Schwarz).

lemme 9. Soit h : R2 −→ R, (u, v) 7−→ h(u, v) de classe C1 sur
R2. Pour tous (x0, y0), (x, y) ∈ R2, on a :

h(x, y) = h(x0, y0) +

∫ y

y0

∂h

∂y
(x0, v)dv +

∫ x

x0

∂h

∂x
(u, y0)du

Soit U un ouvert de R2. On appelle équation aux dé-

rivées partielles d'ordre 1 toute équation, d'inconnue

f ∈ C1(U ,R) faisant intervenir les fonctions
∂f

∂x
et
∂f

∂y
.

Dé�nition 6.

Soit U un ouvert de R2 et g ∈ C0(U ,R). Alors les
solutions f de classe C1 sur U de l'EDP

∂f

∂x
(x, y) = g(x, y) (1)

sont de la forme f : (x, y) 7−→ K(y) +

∫ x

x0

g(s, y) ds,

avec K de classe C1.

Proposition 10.

exemple 1. l'EDP d'inconnue f ∈ C2(R2,R) :
∂2f

∂x2
= 0̃ d'in-

connue f ∈ C1(R2,R) a pour ensemble de solutions

{
(x, y) 7−→ x G(y) +K(y); G,K ∈ C2(R,R)

}

Etant donnée C est une courbe d'équation cartésienne
f(x, y) = 0, avec f de classe C1, on appelle point régu-
lier tout point M = (x0, y0) tel que f(x0, y0) = 0 et tel

que

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)
6= (0, 0).

Dé�nition 7.

Si C est une courbe d'équation cartésienne f(x, y) = 0, la
tangente à la courbe au point régulier M0(x0, y0) est la
droite d'équation cartésienne :

(x− x0)
∂f

∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂f

∂y
(x0, y0) = 0

Proposition 11.

Etant donnée S est une surface d'équation cartésienne
f(x, y, z) = 0, avec f de classe C1(R3,R), on ap-
pelle point régulier tout point M = (x0, y0, z0)
un point tel que f(x0, y0, z0) = 0 et tel que

(
∂f

∂x
(M),

∂f

∂y
(M),

∂f

∂z
(M)) 6= (0, 0, 0).

Dé�nition 8.

Si S est une surface d'équation cartésienne f(x, y, z) =
0, le plan tangent à la surface au point régulier
M0(x0, y0, z0) est le plan d'équation cartésienne :

(x− x0)
∂f

∂x
(x0, y0, z0) + (y − y0)

∂f

∂y
(x0, y0, z0)

+ (z − z0)
∂f

∂z
(x0, y0, z0) = 0

Proposition 12.

Cas particulier : z = f(x, y).
le plan tangent à la surface au point régulier
M0(x0, y0, z0) est le plan d'équation cartésienne :

z− z0 = (x− x0)
∂f

∂x
(x0, y0, z0) + (y− y0)

∂f

∂y
(x0, y0, z0)

Proposition 13.
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Soient U un ouvert de Rp, f : U → R et a un point de U .
On dit que f admet un minimum, (resp. maximum) lo-
cal en a, s'il existe ε > 0 tel que :
∀x ∈ U , ‖x−a‖ < ε⇒ f(x) ≥ f(a) (resp. f(x) ≤ f(a))
Si f admet un maximum ou un minimum local en a , on
dit que f admet un extremum local.

Dé�nition 9.

Soient U un ouvert de Rp, f : U → R et a un point de U .
On dit que f admet unminimum, (resp. maximum) glo-
bal en a, si :
∀x ∈ U , f(x) ≥ f(a) (resp. f(x) ≤ f(a))
Si f admet un maximum ou un minimum global en a , on
dit que f admet un extremum global.

Dé�nition 10.

Soient U un ouvert de Rp, f : U → R et a un point de
U . Si f admet un extremum en a, alors a est un point

critique (i.e.
−−−→
Gradf(a) =

−→
0 )

Proposition 14.

Si Γ = {(γ1(t), γ2(t), γ3(t)); t ∈ I} est une courbe
paramétrée de classe C1, contenue dans S d'équation
f(x, y, z) = 0, alors la tangente à en un point M =
γ(t0) = (x0, y0, z0) appartient au plan tangent à la sur-
face, et est la droite dirigée par le vecteur γ′(t0) et passant
par M0.

Dé�nition 11.

Si C est une courbe d'équation cartésienne f(x, y) = K,
pour K ∈ R constante �xée, alors pourtout point M de

C, et pour tout vecteur
−→
T M tangent à la courbe en M ,

on a :−−−→
Gradf(M) ⊥

−→
T M .

Proposition 15 (ligne de niveau).

Si C est une courbe de l'espace paramétrée par γ : t 7−→
(x(t), y(t), z(t)), et tracée sur la surface S d'équation
f(x, y, z) = 0, alors la tangente à C au point M de coor-
données (x(t0), y(t0), z(t0)) est orthogonale au gradient
de f .

Proposition 16.
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Chapitre XIV Intégrales à paramètre

Soient I et J deux intervalles de R, et
f : I × J −→ K, (x, t) 7−→ f(x, t) telle que :

i) pour tout x ∈ I, fx,• : J −→ K, t 7−→ f(x, t)
est continue par morceaux sur J ;
(f cont. p. morc. % à t)

ii) pour tout t ∈ J, f•,t : I → K, x 7→ f(x, t) est
continue sur I ; (f continue % à x)

iii) il existe une fonction ϕ : J −→ R
continue par morceaux, positive et
intégrable sur J telle que :

∀ (x, t) ∈ I × J, |f(x, t)| ≤ ϕ(t)

(hypothèse de domination de f(x, •) par une fonction

intégrable % à t)

Alors g : I −→ K, x 7−→
∫
J

f(x, t) dt est continue sur I.

Théorème 1 (de continuité d'une intégrale à paramètre).

Soient I et J deux intervalles de R,
et f : I × J → K, (x, t) 7→ f(x, t) telle que :

i) pour tout x ∈ I la fonc-

tion fx,• : J → K
t 7−→ f(x, t)

est

continue par morceaux intégrable sur
J ;

ii) Pour tout t ∈ J , x 7→ f(x, t) est de classe C1 sur
I ;

iii) pour tout x ∈ I la fonction(
∂f

∂x

)
x,•

: J −→ K

t 7−→ ∂f

∂x
(x, t)

est

continue par morceaux sur J ;

iv) il existe une fonction ϕ : J → R positive ,
continue par morceaux et intégrable sur J
telle que :

pour tout (x, t) ∈ I × J ,
∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ ϕ(t).

(hypothèse de domination de
∂f

∂x
(x, •) par une fonction inté-

grable % t)

Alors G : I → K, x 7→
∫
J

f(x, t) dt est de classe C1 sur I

et pour tout x ∈ I on a G′(x) =

∫
J

∂f

∂x
(x, t) dt .

Théorème 2 (de dérivation d'une intégrale à paramètre).

Soient I et J deux intervalles de R, k un entier naturel,
et f : I × J → K, (x, t) 7→ f(x, t) telle que :

i) pour tout x ∈ I la fonc-

tion fx,• : J → K
t 7−→ f(x, t)

est

continue par morceaux intégrable sur
J ;

ii) Pour tout t ∈ J , x 7→ f(x, t) est de classe Ck sur
I ;

iii) pour tout i ∈ [[1, k]] et tout x ∈ I

la fonction

(
∂if

∂xi

)
x,•

: J −→ K

t 7−→ ∂if

∂xi
(x, t)

est

continue par morceaux sur J ;

iv) il existe une fonction ϕ : J → R positive ,
continue par morceaux et intégrable sur J
telle que :

pour tout (x, t) ∈ I × J ,
∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ ϕ(t).

(hypothèse de domination de
∂kf

∂xk
(x, •) par une fonction inté-

grable % t)

Alors g : I → K, x 7→
∫
J

f(x, t) dt est de classe Ck sur I

et pour tout x ∈ I on a g(i)(x) =

∫
J

∂if

∂xi
(x, t) dt , ∀i ∈

[[1, k]].

Théorème 3 (de dérivations successives d'intégrale à param.).

Cours PC Chapitre XIV version du 31 mars 2020 32/36



Maths
résumé Chapitre XV Cours PC PC

2019-2020

Chapitre XV Couples et suites de variables aléatoires

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes sur
(Ω,A,P), l'application couple notée (X,Y ) dé�nie par
(X,Y ) : ω 7−→ (X(ω), Y (ω)) est une variable aléatoire
sur Ω, à valeurs dans X(Ω)× Y (Ω)

Dé�nition 1 (Couple de variables aléatoires discrètes).

Etant donnnées X et Y sont deux variables aléatoires dis-
crètes sur (Ω,A,P), leur loi conjointe est la loi de la
variable aléatoire (X,Y ), dé�nie par : ∀x ∈ X(Ω), y ∈
Y (Ω),
P({(X,Y ) = (x, y)}) = P({X = x} ∩ {Y = y})
Les lois PX de X et PY de Y sont appelées les lois
marginales de (X,Y ).

Dé�nition 2.

Soit x ∈ X(Ω) tel que P({X = x}) > 0.
On appelle loi conditionnelle de Y sachant {X =
x} la loi de probabilité dé�nie pour les y ∈ Y (Ω) par
P{X=x}({Y = y}).

Dé�nition 3.

Deux variables aléatoires X et Y discrètes dé�nies sur un
espace probabilisé (Ω,A,P) sont dites indépendantes
si, pour tout (x, y) ∈ X(Ω)× Y (Ω),

P(X = x, Y = y) = P(X = x)×P(Y = y).

Dé�nition 4.

Soient X et Y v.a. indépendantes. Alors :
i) ∀A ⊂ X(Ω) et ∀B ⊂ Y (Ω),
P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X ∈ A) P(Y ∈ B)

ii) pour toutes fonctions f et g, les v.a. f(X) et
g(Y ) sont indépendantes.

Proposition 1.

Des variables aléatoires (X1, . . . , Xn) sont dites mu-

tuellement indépendantes si : ∀(x1, . . . , xn) ∈
n∏
i=1

Xi(Ω), P((Xi)1≤i≤n = (xi)1≤i≤n) =

n∏
i=1

P(Xi =

xi)

Dé�nition 5 (Variables mutuellement indépendantes).

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires.
� On dit que les (Xn)n∈N sont deux à deux in-

dépendantes si ∀j 6= j, Xi et Xj sont indépen-
dantes.

� On dit que les (Xn)n∈N sont mutuellement in-

dépendantes si pour toute partie I �nie de N,
les (Xi)i∈I sont mutuellement indépendantes.

Dé�nition 6 (Suite de variables aléatoires indépendantes).

La variable aléatoire réelle discrète X à valeurs dans un
ensemble dénombrable {xn ; n > 0} est dite d'espérance

�nie si la série
∑
n≥0

xn P(X = xn) est absolument conver-

gente ; si tel est le cas, on appelle espérance de X, noté

E(X), le réel

+∞∑
n=0

xnP(X = xn).

Dé�nition 7.

Si X est à valeurs dans N, alors E(X) =

+∞∑
n=1

P(X > n).

Proposition 2.

Si X est une variable aléatoire et f une application à
valeurs réelles dé�nie sur l'image {xn, n ∈ N} de X,
alors f(X) est d'espérance �nie si et seulement si la série∑

P(X = xn) f(xn) converge absolument. Dans ce cas,
on a :

E(f(X)) =

+∞∑
n=0

P(X = xn) f(xn).

Théorème 3 (Théorème du transfert).

Pour tous X,Y variables aléatoires et tout λ ∈ R, on a :

E(λX + Y ) = λE(X) + E(Y )

Proposition 4 (Linéarité de l'espérance).

Positivité, croissance de l'espérance. Pour tous X,Y va-
riables aléatoires et tout λ ∈ R, on a :

� Si X est à valeurs positives, alors E(X) ≥ 0
� Si X(ω) ≤ Y (ω), ∀ω ∈ Ω, alors E(X) ≤ E(Y )

Proposition 5.
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Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes
alors, pour toutes fonctions f et g, les variables f(X) et
g(Y ) sont indépendantes .

Proposition 6.

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes indé-
pendantes admettant des espérances et telles que XY
admet une espérance, alors E(XY ) = E(X) E(Y ).

Proposition 7.

Soit X v.a. à valeurs dans N. Si la variable aléatoire X2

est d'espérance �nie, alors X est elle-même d'espérance
�nie.

Proposition 8.

Si X2 est d'espérance �nie, la variance de X est le réel
V(X) = E

(
(X −E(X))2

)
= E(X2)−E(X)2.

L'écart type est σ(X) =
√

V(X)

Dé�nition 8.

Pour a et b réels et X une variable aléatoire réelle, on a :
V(aX + b) = a2 V(X).

Proposition 9.

Cov(X,Y ) = E((X −E(X))(Y −E(Y )))
= E(XY )−E(X)E(Y )

Dé�nition 9 (Covariance).

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètesadmet-
tant des variances, alors
V(X + Y ) = V(X) + V(Y ) + 2Cov(X,Y ).

Proposition 10.

Si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes indé-
pendantes admettant des variances, alors
V(X + Y ) = V(X) + V(Y ).

Proposition 11.

Pour ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
V(X) V(Y )

, on a −1 6 ρ(X,Y ) 6 1

Proposition 12 (coe�cient de corrélation).

Soit X une variable aléatoire discrète, d'espérance �nie.

Alors pour tout t > 0, on a P(|X| ≥ t) ≤ E(|X|)
t

Proposition 13 (Inégalité de Markov).

Soit X une variable aléatoire discrète, d'espérance et de
variance �nies.

Alors pour tout t > 0, on a P(|X| ≥ t) ≤ E(X2)

t2

Corollaire 14.

Soit X une variable aléatoire discrète, d'espérance et de
variance �nies.
Alors pour tout ε > 0, on a :

P(|X −E(X)| ≥ ε) ≤ V(X)

ε2

Proposition 15 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev).

Si, pour tout n, Xn ↪→ B(n, pn) et si lim
n→+∞

npn = λ,

alors, pour tout k ∈ N, on a

lim
n→+∞

P(Xn = k) = e−λ
λk

k !
.

Proposition 16 (Approximation binomiale par Poisson).

si (Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires deux à
deux indépendantes et de même loi admettant un mo-

ment d'ordre 2, alors, si Sn =

n∑
k=1

Xk, m = E(X1) et

σ = σ(X1), on a pour tout ε > 0,

P

(∣∣∣∣ 1nSn −m
∣∣∣∣ > ε) −−−−→n→∞

0.

Théorème 17 (Loi faible des grands nombres).
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Chapitre XVI Arcs paramétrés

On appelle arc paramétré toute application γ : I −→
E continue, avec I intervalle réel.

Dé�nition 1.

On appelle arc plan toute application F : I −→

M2,1(R), t 7−→
(
x(t)
y(t)

)
continue.

On dit alors que F est une paramétrisation de
Γ = {F (t), t ∈ I}.

Dé�nition 2.

Soit k ∈ N∗. Un arc paramétré γ : I → E est dit de
classe Ck si γ est de classe Ck.
On dit alors que γ est une paramétrisation de classe Ck
de la courbe Γ = γ(I)

Dé�nition 3.

Un arc paramétré γ : I → E de classe C1 est dit régulier
si γ′ : I → E ne s'annule pas sur I.

Dé�nition 4.

Soit γ : I → E un arc régulier de classe C1. Pour tout
t0 de I, le vecteur vitesse à l'instant t0 est le vecteur−→
γ′ (t0) .

Dé�nition 5.

Soit γ : I → E est un arc régulier de classe C1. Pour tout
t0 de I, la tangente à la courbe au point de paramètre
t0 est la droite passant par le point γ(t0) et dirigée par le

vecteur
−→
γ′ (t0)

Dé�nition 6.

Soit γ : I → E est un arc régulier de classe C1. Au voisi-
nage de t0 dans I, on a :
γ(t) =

t→t0
γ(t0) + (t− t0) γ′(t0) +−→o ((t− t0))

ou encore
γ(t0 + h) =

h→0
γ(t0) + h γ′(t0) +−→o ((h))

Proposition 1 (D.L.1).

Soient E euclidien, f : I → E dérivable, et L ∈ L(E).
Alors L ◦ f : I → E est dérivable sur I, et :

∀t ∈ I, (L ◦ f)′(t) = L(f ′(t))

Proposition 2.

Soient E,F euclidien, f, g : I → E dérivable, et B :
E × E → F une application bilinéaire.
Alors B(f, g) : I → F, t 7→ B(f(t), g(t)) est dérivable
sur I, et :

∀t ∈ I, (B(f(t), g(t)))′(t) = B(f ′(t), g(t))+B(f(t), g′(t))

Proposition 3.

Soient I, J deux intervalles réels, E euclidien, f : I → E
dérivable et ϕ : J → I dérivable.
Alors f ◦ϕ : J → E, t 7→ f(ϕ(t)) est dérivable sur J , et :

∀s ∈ J, (f(ϕ(s)))′(s) = ϕ′(s) f ′(ϕ(s))

Proposition 4.
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Chapitre XVII Topologie : convexes, formes bilinéaires

Soit ∆ une partie de E.
On appelle adhérence de ∆ l'ensemble ∆ constitué des
points adhérents à ∆.
On appelle intérieur de ∆ l'ensemble ∆◦ constitué des
points intérieurs à ∆.
On appelle frontière de ∆ l'ensemble ∂∆ constitué des
points adhérents non intérieurs à ∆.

Dé�nition 1.

Si (Xn) est une suite de ∆ qui converge vers X, alors
X ∈ ∆.
En particulier toute limite de suite de points d'un fermé
appartient à ce fermé.

Proposition 1.

Une partie A de l'espace vectoriel normé (E, ‖ ‖) est dite
bornée si : ∃M ∈ R+; ∀x ∈ A, ‖x‖ ≤M

Dé�nition 2.

Soient (E, ‖ ‖E) et (F, ‖ ‖F ) deux espaces vectoriels nor-
més.
Une application f : E → F est dite bornée si :
∃M ∈ R+; ∀x ∈ E, ‖f(x)‖F ≤M

Dé�nition 3.

Si f : E → R est continue, alors les ensembles
{X ∈ E; f(X) > 0} et {X ∈ E; f(X) < 0} sont des
ouverts.

Proposition 2.

Soient E e.v.n. de dimension �nie, A ⊂ E et f : A → R
continue. Si K est un fermé borné de E, alors f est bor-
née sur K et y atteint ses bornes : Il existe x0, x

′
0 ∈ K

tels que

i) f(x0) = inf{f(x); x ∈ K} = min{f(x); x ∈ K}
ii) f(x′0) = sup{f(x); x ∈ K} = max{f(x); x ∈

K}

Théorème 3 ((non exigible)).

Une partie C de E est dite convexe si

∀A,B ∈ C, ∀t ∈ [0, 1], t(A) + (1− t)B ∈ C

Dé�nition 4.

Toute boule ouverte est convexe.
Toute boule fermée est convexe.

Proposition 4.

Soient (E, ‖ ‖E) un K-espace vectoriel normé de

dimension �nie et (F, ‖ ‖F ) un K-espace vectoriel
normé.
Toute application linéaire u ∈ L(E,F ) est lipschitzienne.�� ��Toute application linéaire u ∈ L(E,F ) est continue sur

E.

Théorème 5.

Soit E,F,G des K-espaces vectoriels. Une application
β : E × F → G est dite bilinéaire si : ∀(x, x′, y, y′, λ) ∈
E ×E ×F ×F ×K, β(λx+ x′, y) = λβ(x′, y) + β(x′, y)
et β(x, λy + y′) = λβ(x, y) + β(x, y′)

Dé�nition 5.

Soient (E, ‖ ‖E), des K-espace vectoriel normé de

dimensions �nies et (F, ‖ ‖F ) un K-espace vecto-

riel normé.�� ��Toute application n-linéaire en dimension �nie est continue

sur En.

Théorème 6.

Soient (E, ‖ ‖E), (F, ‖ ‖F ), (G, ‖ ‖G) des K-espace

vectoriel normé de dimensions �nies

Toute application bilinéaire en dimension �nie u ∈
Bil(E × F,G) est continue sur E × F .

Théorème 7.
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