1 Transformée de Laplace de la fonction sinus cardinal

Pour x > 0, on note :

00 of +00 +oo
F(z) = /0+ smt(t) e dt, G(z)= /0 e sin(t)dt et H(z) = /0 e " cos(t)dt.

Q1. Montrer que : Vt € R*, |sin(t)| < ¢.
Q2. Montrer que les fonctions F,G et H sont bien définies sur ]0, +oo|.
Q3. Montrer que lim F(z)=0.

Tr—>+00

Q4. Montrer que F est de classe C! sur 10, +o0o[ et exprimer F’ a I’aide de la fonction G.
Q5. Trouver une expression simple pour G et pour H. On pourra calculer H(x) +iG(x).

+o00
En déduire, pour « €]0, +oo[, la valeur de / e~ cos(at)dt.
0

Q6. En déduire une expression simple pour F. Que vaut F(1)?
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Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

Q5.

Soit ¢ € R*. La fonction sinus est de classe C sur [0,¢] et pour tout z € [0,¢], |sin’(¢)| = |cos(t)| < 1. Par P'inégalité des
accroissements finis, on a donc [sin(¢) —sin(0)| < 1 x |t = 0] i.e.

[sin(t)| <t

sin(¢
J. 6 est continue sur 0, +oo[ et bornée par 1 d’aprés la question précédente.

Notons 8:¢t >0+~

Soit « > 0. Alors, pour tout t > 0,

0(t)e‘t$| <e ™. Mais t = ¢ est continue sur R* et intégrable en +oo. En effet,

x

1 1
par limite usuelle, t?¢™*® — 0 lorsque ¢t — +oo puisque z > 0. Ainsi, €% = 0,0 (—) Comme t — — est intégrable en

2 2

+o0o (intégrale de Riemann avec 2 > 1), on a bien le résultat annoncé. ! !

Finalement, ¢ + 0(t)e™" est intégrable sur ]0, +oo[ donc F(z) existe.

Ce raisonnement n’a utilisé que le fait que € est continue sur ]0,+oo[ et bornée donc c’est également valable pour sin
et cos ce qui donne bien finalement :

lles fonctions F,G et H sont bien définies sur ]0,+oo ‘

On peut utiliser le théoréme de converge dominée mais on peut aussi faire plus simple : soit > 0. Comme on I’a vu
a la question précédente, pour tout ¢ > 0, |0(t)e’m"’ < e . Ces fonctions de t sont intégrables sur ]0, +oo[ donc
+oo + +00 + 1 + t—+oo 1
IF(a:)Isf l0(t)e ”|dtsf e ”dt:[——e_ ’C] ==
0 0 x t—0 T
ce qui donne bien
lim F(x)=0
T—>+00

Posons f: (z,t) €]0,+00[x]0, +o0[—> we’m.

(a) pour tout x >0, t — f(z,t) est continue et intégrable sur ]0,+oo[ (vu dans Q2),
(b) pour tout t >0, z + f(z,t) est de classe C* sur ]0,+oo],
0
) pour tout x >0, ¢t — af
)

—=(z,t) = —sin(t)e™™ est continue sur ]0, +ool.
x

(c

(d) Pour tous z,t >0,

< e—t;z:

%(w, t)| = ‘ —sin(t)e ™

Soit a > 0. Alors pour ¢t >0 et z > a,
0
|a—£(x,t)| <e ™ <em = p(t)

a

en posant ¢ :t >0 e . v est positive, continue et intégrable (déja vu) sur ]0, +oo[.

Ainsi, par le théoréme de classe C'' des intégrales a paramétre, F est de classe C'! sur [a, +oo[ et pour tout x > a,

- /0+°° (~sin(t)) et =[~G()]

Ceci étant valable pour tout a > 0, | F' est de classe C! sur 10, +o0[ | et le résultat précédent est valable pour tout x > 0.
» Soit x > 0. Alors

+oo +oo +oo +oo .
H(x)+iG(x) = A e cos(t)dt +1i /(; e " sin(t)dt = /(; e (cos(t) +isin(t))dt = [0 et etdt

) f+oo e+t gy _ [L‘e(—$+i)t]t‘>+oo _ 1 - T+1
0 -z +1 =0 -1 x2+1

—mteit| _ 1 -

. 1
= elmmrit] o = 16 *t . 0 quand t - +oo puisque z > 0. Il reste enfin &
2 +

. = ——|e
-z +1i |-z + i
prendre partie réelle et partie imaginaire pour obtenir

En effet, si t > 0,

x
2 +1

G(z) = x21+ . et H(z) =

+o00

» Soit « > 0. Dans f e " cos(at)dt on pose u = at (changement de variable C' strictement croissant de ]0,+oo[
0

dans ]0, +oo[ puisque « > 0). On obtient donc

+00 +00 v du 1 x 1 :C/Cv x
—tx —tZ
e cosatdt:f e ucosufsz(f):, _
/0‘ ( ) 0 ()a a a axQ/a2+1 £2+042




1
Q6. On avu que F' = -G. L’expression de G donne donc : pour tout z > 0, F'(x) = =il arctan’(z). Comme ]0, +oo[
+
est un intervalle, il existe une constante réelle c¢ telle que pour tout > 0, F'(x) = ¢ — arctan(z).
™ ™
Mais on a vu que lim F(z) =0 et on sait que lim arctan(z) = 5 En en déduit donc que ¢ = 5 de sorte que pour
T—>+00 L—>+00

tout x > 0,

F(x) = g —arctan(z) |donc | F(1) = %




Exercice 2 - Résolution d’une équation fonctionnelle
Dans cet exercice, on souhaite déterminer les fonctions f :]0, +oo[— R vérifiant les relations :

lim f(z)=0 et Vaze€]0,+oo, f(x+1)+f(x):i. (P)

T—+00 2

Partie I - Existence et unicité de la solution du probléme (P)

Dans cette partie, on démontre que le probléme (P) admet une unique solution et on détermine une expression de celle-ci
sous la forme d’une série de fonctions.
I.1 - Existence de la solution

Pour tout k € N, on définit la fonction ¢y :]0, +oo[— R par :

Vz €]0, +oo[ (z) (-1"
x 00 x)=—"—.
) y Pk (S(} i k)2
1. Montrer que la série de fonctions Z ok converge simplement sur ]0, +oo[.
k>0
Dans tout les reste de cet exercice, on note ¢ :]0, +co[— R la somme de la série Z Pk
k20
1
2. Montrer que pour tout z €]0, +oo[, on a ¢(x + 1) + p(z) = —.
x
3. En utilisant le théoréme spécial des séries alternées, montrer que :
Va €]0, +o00 VneN —_—
] ) [a ) kzn;l@k( ) (x+n+1)2

4. Montrer que la fonction ¢ est une solution de (P).

1.2 - Unicité de la solution

5. Montrer que si f :]0,+00 — R est une solution de (P), alors pour tout n € N, on a :

n+1 - ( 1)k
Vo €0, +oof,  fz) = (-1)"" f(z+n+1)+ Z( )2

6. En déduire que la fonction ¢ est I'unique solution de (P).

Partie II - Etude de la solution du probléme (P)

Dans cette partie, on étudie quelques propriétés de I'unique solution ¢ :]0, +co[— R du probléme (P).

7. Soit € > 0. Montrer que la série de fonctions Z ¢k converge uniformément sur [e, +oo[.
k>0

8. Montrer que la fonction ¢ est continue sur ]0,+oo[. En utilisant le fait que ¢ est une solution du probléme (P), en
déduire un équivalent simple de ¢ au voisinage de 0*.

9. Justifier que la fonction ¢ est dérivable sur ]0,+oo[ et que 'on a :

210 400l o () =SS 2D
VY €]0, +oo[, () ];O(Mk)g-

10. En déduire que la fonction ¢ est décroissante sur 0, +oo|.

11. En utilisant le résultat de la question précédente et la relation (P), montrer que :

Va €]l,+oo], 1<2<p(x) o2 )

En déduire un équivalent de ¢ en +oo.

Partie III - Expression intégrale de la solution du probléme (P)

Dans cette partie, on déterminer une expression de ¢ sous la forme d’une intégrale. On considére un élément x €]0, +oo[.
12. Pour tout k € N, montrer que la fonction ¢ — t***~1In(t) est intégrable sur ]0,1] et que I'on a :
! z+k-1 1 d 1
7 In(t)dt = —————.
/0 ) (x+k)?

" n(t
7 In(t) est intégrable sur ]0,1] et que :

p(x) =—f01 F I o,

1+¢

13. En déduire que la fonction ¢ —



Correction- Résolution d’une équation fonctionnelle

I.1 - Existence de la solution

1. Soit z > 0.

Pour tout ke N, gp(x) = D~ o (1)

our tou T = — .
Pl ( + k)Z k—+oo \ k2
1

Or Z = converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Z vr(x) converge absolument, donc

con\]/%%ge. F=0

Ceci étant valable pour tout = > 0, la série de fonctions Z pr converge simplement sur ]0,+oo[.

k20
2. Pour tout z >0,
+00 (_1)k +00 (_1)k
+1)+ = +
plr+1)+e(@) Z%) (x+1+k)? ,cz:%) (x+k)?
RS ICIE NE ),
j=1 (x+7)* o (z+k)?
Z (-1)/ +z°:° (-1)*
1 (z+7)? L (z+k)?
1
= (télescopage).
3. Soit = > 0.
1
La série ) ¢ () est alternée et la suite (g (2)])s0 = (2) est décroissante et tend vers 0, donc, d’aprés le
k=0 B (2 +k)? ) 150

critére spécial des séries alternées,

1
(z+n+1)2

+§ wr(x)

k=n+1

VneN, < (@)] =

4. e Toujours d’aprés le critére des séries alternées, on a, pour tout x > 0,

p(x)] = <lpo(@)| = —

1
Or lim — =0, donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim p(x) =0.
xr—>+00 I T—+00

1
e D’apreés la question 2, on a aussi, pour tout = >0, o(z +1) + o(z) = —-
x

e  est donc bien une solution de (P).

1.2 - Unicité de la solution

5. Soit f:]0,+oo[— R une solution de (P).
Alors, pour tout n € N,

n _1\k n
> (-1) = Z(—l)k(f(x+k+1) + f(x+k)) (car f est solution de (P))

= (x+k)? o

=S (D) f(r+k+1)+ > (-1) f(z+k) (on ale droit car ces sommes sont finies)
k k=0

= i(—l)’“lf(x +k+1)+ i(—l)kf(x +k)
k=0 k=0

n+1

= - ;(—1)jf(a:+j) +§(—1)kf(x+k)
=-(-1)""'f(x+n+1)+(-1)°f(x+0) (télescopage).

En ré-organisant, on a bien

(="

V>0, f(z)= (1)”*1f(:r+n+1)+2

iz (v + k)
6. Soit = > 0. En faisant tendre n vers +oo dans la relation précédente, ce qui est possible car
—+00
— (=)™ f(x+n+1) - 0, car f est solution de (P)
—_—— N7t
borné -0



n k k
— et lim Z ( ) = p(x) comme limite de la suite des sommes partielles de la série Z &, dont la somme
n—too T (z + k)2 b (x+ k)2
vaut <p(x),
on obtient

n k
f(z)= lim f(z)= lim (-1)"'f(z+n+1)+ > - )) =0+ ¢(x) = p(x).

n—+oo n—+oo ot
D’ou, si f est solution de (P), alors f = ¢, ce qui assure 'unicité de la solution de (P) (I'existence a été prouvée dans

la sous-partie précédente).

Partie II - Etude de la solution du probléme (P)

7.

10.

Soit € > 0. Pour tout k > 0, pour tout = > ¢,

1 1
ber(@)l = e S G

1 1
g, +oo < — = To )
done [ S (e+k)? k—Q—oo (k2)

Or Z — converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Z 5 5 buis Z H<PkH convergent
k>1 k>0 k>0
absolument, donc convergent, donc Z r converge normalement, donc uniformement, sur [e,+oo|.
k>0
e Ona: 1
— pour tout k e N, pi : z — W est continue sur ]0,+oo[ (comme inverse d’une fonction polynomiale qui ne
x

s’annule pas),
— Y ¢k converge uniformément sur [, +oo[,

k>0
+ 00
donc, d’apreés le théoréme de continuité sous le signe Z, Y= Z ¢k est continue sur [e, +oo|.
k=0

Ceci étant valable pour tout € > 0, ¢ est continue sur ]0, +oco|.

1
e Comme ¢ est solution de (P), on a, pour tout >0, p(x) +¢(z +1) = —, donc
x

——
—+00 *Np(l)

(p(z+1) T (1) par continuité de ¢ sur R}, donc en particulier en 1).

On a:
— Pour tout k €N, ¢y, est de classe C* sur R} et, pour tout z >0,
2(-1)F  2(-1)!
(IO;C('T) == 3 = 3
(x+k) (x+k)

— Z ¢k converge simplement sur R} d’aprés la question 1
k>0
— Pour tout € > 0, pour tout k£ > 0, pour tout = > ¢,

Con 2 2
@)= s < T

9 1
£, +oo J— —_—
donc |}, s (e + k)3 k—>O+oo ( k3 ) '

. . 2 .
Or Z -3 converge absolument (Riemann et 3 > 1), donc, par comparaison, Z 3 puis Z |\<p§€|\£i’+°°[
=1k k>0 k) k
convergent absolument, donc convergent, donc Z ¢}, converge normalement, donc uniformément, sur [, +oo[.
k20

+ 00

D’ou, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe Z, p= Z o est de classe C' sur [e,+o0].

k=0
Ceci étant valable pour tout & > 0, ¢ est de classe C* sur 10, +oo[ et, pour tout x > 0,
+00 +00 2(_1)kr+1
A !
o'(x) =, wr@)= ), —— =5
&5 L b
( )k:+1 9
La série . ¢ (x) = > ——"— est alternée et la suite (|op(2)]);s0 = (2) est décroissante et tend vers 0,
k20 izo (z+k)? (2 +k)? Jiso

+00

donc, d’apres le critére spécial des séries alternées, ¢'(z) = Y. ¢}, () est du signe de son premier terme, donc négative.
k=0

¢ est donc bien décroissante sur |0, +oo].



11. e Pour tout z > 1, p(x +1) < p(x) < p(x — 1) car ¢ est décroissante sur R} et z —1,z,x+ 1 e R}.
En ajoutant ¢(z), on a donc
ez +1) +p(r) < 20(x) < p(x-1) + ().
Enfin, comme ¢ est solution de (P) et (z — 1),z € R}, on a bien

= (o 1) + 0(2) 3 26(0) S (o= 1)+ 0(e) = 55

En divisant par 1/z%, on a alors
J20(@) _ e(@) o a?
T o1/z2 0 1/(222) T (x-1)2

a? a? o(z)
r——— ~ — — 1 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim =1, et donc
((g — ]_)2 T—>+00 T2 T—>+00 T—>+00 ]_/( )
1
p(x) wtoo 932

Partie III - Expression intégrale de la solution du probléme (P)

Soit x> 0.
12. Soit ke N.
1 o1 t{L’+k}
Posons u(t) =In(t), u'(t) = =, v'(¢) = """, v(t) = :
t x+k

— w et v sont de classe C' sur ]0,1]

1
— lim u(t)v(t) = lim ——*"*In(#) = 0 par croissances comparées (et car z + k > 0)
t—0* ) t—=0+ x + k - )
— Enfin, f u'(t)v(t)dt = f —ktl ~dt converge (Riemann et 1 -z —k <1).
0 0 -

D’ou, par intégration par parties, / u(t)v'(t)dt = / t**=1In(t)dt converge et

f t:v+k 11 t)dt [ tw+k1 (t)]l_ 1 1 1 dt=0- 1 tw+k
- o x+kJo tlmzk r+k|z+k],

1
:O—W‘FO (Carl’+k‘2l‘>0)
T
1

(z+k)?2

Comme de plus t —~ t**~1In(t) est de signe constant (négatif) sur ]0,1], Pintégrabilité de cette fonction sur ]0,1] est
1
équivalente & la convergence de f AL In(¢)dt, et on a donc bien I'intégrabilité souhaitée.
0

13. Utilisons le théoréme d’intégration terme & terme.
— Pour tout k e N, fi 1t~ (=1)*t"**LIn(t) est intégrable sur ]0,1[ (d’aprés la question précédente).
— Pour tout ¢ €]0,1[, >_ fi(t) converge (série géométrique de raison —¢ €] - 1,1[) et
k>0

IS _ ol 1
];)fk(t) =t 1n(t)1+t

-1
Lt In(t)

, qui est continue (par
1+¢ d (

La série de fonctions Z fx converge donc simplement sur ]0,1[ vers f : ¢
k>0
morceaux) sur |0, 1[.

— Enfin, pour tout k£ >0,
1 1

' t)|dt = ' =R n(t)dt =
f|fk()| _fo_ n() _Wk—;’-wﬁ.

1
Or Z - converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Z / |fx()|dt converge absolument,
k>1 k>0

donc converge.
t*Ln(t)
1+¢

D’ou, d’aprés le théoréme d’intégration terme a terme, f: ¢+~ est intégrable sur ]0,1[ et

f (t)dt = fliofk(t)dt_ Z f fr(t)d Z (- 1)’“(x+k)2 =—p(z),
donc on a bien

L==1n(t)
=- —=dt.
#(x) /0 1+¢



