EXERCICE 5 analyse

Enoncé exercice 5

1. On considére la série de terme général u,, = —————5 oun > 2 et a € R.

(a)

(b)

2. Déterminer la nature de la série Z

n (lnn)
Cas a <0

En utilisant une minoration trés simple de wu,,, démontrer que la série diverge.
Casa>0

Etudier la nature de la série. .
Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(z) =
x

z(lnz)e’
)

"2 (In(n? + n))2

Corrigé exercice 5

1. (a)

2. On pose, pour tout entier naturel n > 2, u,, =

Casa <0
Vn>2,Inn>1n2 donc (Inn)* < (In2)”
1 1
On en déduit que : Vn > 2, u, > = —
(In2)%n

1
Or Z — diverge.
n

n>2

Donc , par critére de minoration pour les séries & termes positifs, on en déduit que E uy, diverge.

n>2
Casa >0
1
La fonction f: z — W est continue par morceaux, décroissante et positive sur [2, +oo[ donc
z(lnx
+oo
Z f(n) et / f(x)dx sont de méme nature.
n>2 2
X In(X) ¢ +o0
Puisque / flz)dz = / —, on peut affirmer que : / f(z)dx converge <= a > 1.
2 t=Inz [, 90 te 2

On en déduit que : Z f(n) converge <= o > 1.

n>2
1 n
(e— <1+ ) )ei
n

(In(n2 +n))*

2n

n
Au voisinage de +o0, e — <1 + 1> —e—en(147) — e en(GmrTo(3E)) — e _elmmto(3) = i—l—o
n

1 n
On en déduit qu’au voisinage de +o0, e — (1 + > ©

1 1
De plus, au voisinage de +o00, In (n2 + n) =2lnn+In (1 + > =2lnn+—+4o ()
n n

~ .
n +oo 2n

1
n

Donc In (n2 + n) ~ 2Inn.
+oo

1 Ly €
Et comme e» ~ 1, on en déduit que u,, ~ 3 X
—+oo

Or, d’aprés 1.(b), Z

1

+oo n(nn)*
5 converge.

San (Inn)

Donc, par critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, E Uy, converge.

n>2

(

1

n

)



EXERCICE 16 analyse

Enoncé exercice 16
On considére la série de fonctions de terme général u,, définie par :

x

vn € N*, vz € [0, 1], un(x):ln(l_F%)_ﬁ_

+o00
On pose, lorsque la série converge, S(x) = Z [ In <1 + E) — E}
— n n
1. Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].
2. Calculer S(1).
Corrigé exercice 16
1. Soit x € [0, 1].
Siz =0, u,(0) =0 et donc Zun(O) converge.
2 1 2
Si 2 # 0, comme au voisinage de 400, u,(z) = ~5.3 +o (n?)’ alors |up, (z)| fod ;?

Or Z % converge donc, par critére de comparaison des séries & termes positifs, Z un(x) converge absolu-
n>1

ment, donc converge.

On en déduit que la série des fonctions u,, converge simplement sur [0, 1].

La fonction S est donc définie sur [0, 1].
1 1 —
Vn € N* u, est de classe C! sur [0,1] et V2 € [0,1], v/, (z) = S ——
x+n n nlr+n)

1
Donc Vn e N*, YV € [0,1], |ul,(z)| < 3

1
On en déduit que [luy ||, = sup |u,(2)] < —.
z€(0,1] n

1
Or E — converge.
n2
n>1

Donc Z u), converge normalement, donc uniformément sur [0, 1].
n>1
On peut alors affirmer que la fonction S est de classe C1. Elle est donc dérivable sur [0, 1].

+oo
Etona:Vzel0;1], S'(x) = Zu;(ar)
n=1

—+oo

—+o0
1 1
2. En vertu de ce qui précede, S’(1) = E u, (1) = E ( 1 )
n n
n=1 n=1

N
11 1
L 1 1
OrZ(nH n> N+l — Noteo

n=1

Donc S'(1) = —1.




EXERCICE 32 analyse

Enoncé exercice 32
Soit I’équation différentielle : x(z — 1)y” + 3xy’ +y = 0.
1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle |—r, r[ de

R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

Corrigé exercice 32

1. Soit Z anx™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme S.

+oo “+o0 “+o0 “+o0
Pour tout z € |- R, R[, S(z) = Z apx™, S'(z) = Z na,z" "' et $"(x) = Z n(n —1)a,z" 2 = Z (n+ Dna, 2"
n=0 n=1 n=2 n=1
+oo
Donc z(z — 1)S"(z) + 325" (z) + S(z) = Z (n+1)%a, —n(n+ 1L)an41) 2™
n=0

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, la fonction S est solution sur |—R, R de
I’équation étudiée si, et seulement si, Vn € N, (n + 1)2a, — n(n + 1)a, 41 = 0.

Cest-a-dire : ¥n € N, nay11 = (n+ 1)ay,.

Ce qui revient a : Vn € N, a,, = nay.

Clest a dire S(x) = a; 3,2 na™.

Le rayon de convergence de la série entiére Z nz" étant égal & 1, on peut affirmer que les fonctions déve-
loppables en série entiére solutions de I’équation sont les fonctions :

—+oo
d 1
T a an” = alxa <1 — ac> = (16112)2 définies sur |—1, 1], avec a; € R.

n=0



