
EXERCICE 5 analyse

Énoncé exercice 5

1. On considère la série de terme général un =
1

n (lnn)
α où n > 2 et α ∈ R.

(a) Cas α 666 0

En utilisant une minoration très simple de un, démontrer que la série diverge.

(b) Cas α > 0

Étudier la nature de la série.

Indication : on pourra utiliser la fonction f dé�nie par f(x) =
1

x(lnx)α
.

2. Déterminer la nature de la série
∑
n>2

(
e−

(
1 +

1

n

)n)
e

1
n

(ln(n2 + n))
2 .

Corrigé exercice 5

1. (a) Cas α 6 0
∀ n > 2, lnn > ln 2 donc (lnn)

α 6 (ln 2)
α.

On en déduit que : ∀ n > 2, un >
1

(ln 2)
α
1

n
.

Or
∑
n>2

1

n
diverge.

Donc , par critère de minoration pour les séries à termes positifs, on en déduit que
∑
n>2

un diverge.

(b) Cas α > 0

La fonction f : x 7→ 1

x(lnx)α
est continue par morceaux, décroissante et positive sur [2,+∞[ donc :∑

n>2

f(n) et
∫ +∞

2

f(x) dx sont de même nature.

Puisque
∫ X

2

f(x) dx =
t=ln x

∫ ln(X)

ln 2

dt

tα
, on peut a�rmer que :

∫ +∞

2

f(x) dx converge ⇐⇒ α > 1.

On en déduit que :
∑
n>2

f(n) converge ⇐⇒ α > 1.

2. On pose, pour tout entier naturel n > 2, un =

(
e−

(
1 +

1

n

)n)
e

1
n

(ln(n2 + n))
2 .

Au voisinage de +∞, e−
(
1 +

1

n

)n
= e−en ln(1+ 1

n ) = e−en(
1
n−

1
2n2 +o( 1

n2 )) = e−e1−
1
2n+o( 1

n ) =
e

2n
+o

(
1

n

)
.

On en déduit qu'au voisinage de +∞, e−
(
1 +

1

n

)n
∼
+∞

e

2n
.

De plus, au voisinage de +∞, ln
(
n2 + n

)
= 2 lnn+ ln

(
1 +

1

n

)
= 2 lnn+

1

n
+ o

(
1

n

)
.

Donc ln
(
n2 + n

)
∼
+∞

2 lnn.

Et comme e
1
n ∼

+∞
1, on en déduit que un ∼

+∞

e

8
× 1

n (lnn)
2 .

Or, d'après 1.(b),
∑
n>2

1

n (lnn)
2 converge.

Donc, par critère d'équivalence pour les séries à termes positifs,
∑
n>2

un converge.
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EXERCICE 16 analyse

Énoncé exercice 16

On considère la série de fonctions de terme général un dé�nie par :

∀n ∈ N∗, ∀x ∈ [0, 1], un (x) = ln
(
1 +

x

n

)
− x

n
.

On pose, lorsque la série converge, S(x) =
+∞∑
n=1

[
ln
(
1 +

x

n

)
− x

n

]
.

1. Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].

2. Calculer S′(1).

Corrigé exercice 16

1. Soit x ∈ [0, 1].

Si x = 0, un(0) = 0 et donc
∑

un(0) converge.

Si x 6= 0, comme au voisinage de +∞, un(x) = −
x2

2n2
+ o

(
1

n2

)
, alors |un(x)| ∼

+∞

x2

2n2
.

Or
∑
n>1

1

n2
converge donc, par critère de comparaison des séries à termes positifs,

∑
un(x) converge absolu-

ment, donc converge.
On en déduit que la série des fonctions un converge simplement sur [0, 1].

La fonction S est donc dé�nie sur [0, 1].

∀ n ∈ N∗, un est de classe C1 sur [0, 1] et ∀ x ∈ [0, 1], u′n(x) =
1

x+ n
− 1

n
=

−x
n(x+ n)

.

Donc ∀ n ∈ N∗, ∀ x ∈ [0, 1], |u′n(x)| 6
1

n2
.

On en déduit que ‖u′n‖∞ = sup
x∈[0,1]

|u′n(x)| 6
1

n2
.

Or
∑
n>1

1

n2
converge.

Donc
∑
n>1

u′n converge normalement, donc uniformément sur [0, 1].

On peut alors a�rmer que la fonction S est de classe C1. Elle est donc dérivable sur [0, 1].

Et on a : ∀ x ∈ [0; 1], S′(x) =
+∞∑
n=1

u′n(x).

2. En vertu de ce qui précède, S′(1) =
+∞∑
n=1

u′n(1) =

+∞∑
n=1

(
1

n+ 1
− 1

n

)
.

Or
N∑
n=1

(
1

n+ 1
− 1

n

)
=

1

N + 1
− 1 −−−−−→

N→+∞
−1.

Donc S′(1) = −1.
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EXERCICE 32 analyse

Énoncé exercice 32

Soit l'équation di�érentielle : x(x− 1)y′′ + 3xy′ + y = 0.

1. Trouver les solutions de cette équation di�érentielle développables en série entière sur un intervalle ]−r, r[ de
R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entières obtenues.

Corrigé exercice 32

1. Soit
∑

anx
n une série entière de rayon de convergence R > 0 et de somme S.

Pour tout x ∈ ]−R,R[, S(x) =
+∞∑
n=0

anx
n, S′(x) =

+∞∑
n=1

nanx
n−1 et S′′(x) =

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 =

+∞∑
n=1

(n+ 1)nan+1x
n−1.

Donc x(x− 1)S′′(x) + 3xS′(x) + S(x) =

+∞∑
n=0

(
(n+ 1)2an − n(n+ 1)an+1

)
xn.

Par unicité des coe�cients d'un développement en série entière, la fonction S est solution sur ]−R,R[ de
l'équation étudiée si, et seulement si, ∀ n ∈ N, (n+ 1)2an − n(n+ 1)an+1 = 0.
C'est-à-dire : ∀n ∈ N, nan+1 = (n+ 1)an.
Ce qui revient à : ∀n ∈ N, an = na1.
C'est à dire S(x) = a1

∑+∞
n=1 nx

n.

Le rayon de convergence de la série entière
∑

nxn étant égal à 1, on peut a�rmer que les fonctions déve-
loppables en série entière solutions de l'équation sont les fonctions :

x 7→ a1

+∞∑
n=0

nxn = a1x
d

dx

(
1

1− x

)
=

a1x

(1− x)2
dé�nies sur ]−1, 1[, avec a1 ∈ R.
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