Enoncé exercice 10

ne® +xe "
On pose )= (22 4+1) ————
b fn (2) ( + ) ntz
1. Démontrer que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur [0, 1].

1
2. Calculer lim (x2 + 1) mdx.
n—+00 n+ax

0

Enoncé exercice 3

1. On pose g(x) = > et h(z) =

1+
Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k des fonctions g et h sur leurs ensembles de définitions
respectifs.
e2z
2. On pose f(z) = .
pose f(z) = 1 —

En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée n'®™¢ d’un produit de fonctions, déterminer, pour
tout entier naturel n et pour tout x € R\ {—1}, la valeur de £ ().
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1. On considére la série de terme général u,, = W ouin=2etac R
n(lnn

(a) Cas a0
En utilisant une minoration trés simple de w,,, démontrer que la série diverge.

(b) Cas a >0

Etudier la nature de la série. )
Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(z) =

()

(In(n? + n))?

z(lnz)e’

2. Déterminer la nature de la série E
n>2

Enoncé exercice 16

On considére la série de fonctions de terme général u,, définie par :

vn € N*, vz € [0, 1], un(;c):]n(1+%)_%_

“+o00
On pose, lorsque la série converge, S(z) = Z { In (1 + E) - E]
— n n

1. Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].
2. Calculer S'(1).

Enoncé exercice 32

Soit ’équation différentielle : z(z — 1)y” + 3xy’ +y = 0.
1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle |—r, r[ de

R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.



Enoncé exercice 60

1 2
2 4

. Déterminer une base de Kerf.

Soit la matrice A = < ) et f 'endomorphisme de My (R) défini par : (M) = AM.

. f est-il surjectif ?
. Déterminer une base de Imf.
. A-t-on My (R) =Kerf @ Imf?

= W N
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Soit un entier n > 1. On considére la matrice carrée d’ordre n a coefficients réels :

2 -1 0 - 0
-1 2 -1

An=110 -1 0

o2

0 0 -1 2

Pour n > 1, on désigne par D,, le déterminant de A,,.
1. Démontrer que Dy, yo = 2D, 41 — D,,.
2. Déterminer D,, en fonction de n.
3. Justifier que la matrice A,, est diagonalisable. Le réel 0 est-il valeur propre de A, 7

Enoncé exercice 69

0 1
On considére la matrice A = | a 1] ol a est un réel.
a 0

— O Q

1. Déterminer le rang de A.
2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?
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2 1
On pose A = (4 1).

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice (g 02).
En déduire que l’ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect (I, A).
Enoncé exercice 87
Soient ag, a1, ,a, , n+ 1 réels deux & deux distincts.
1. Montrer que si bg, by, - ,b, sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme P vérifiant
deg P < n et Vi€ [0,n], P(a;)=0.

2. Soit k € [0,n].
Expliciter ce polyndme P, que ’on notera Ly, lorsque :

; 0 s oi#k
VZQ[[O,TL]], bl{l i i=Fk

n
3. Prouver que Vp € [0,n] , ZaiLk = X"
k=0



Enoncé exercice 99

1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2. Soit (Y;,) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi et admettant un moment

d’ordre 2. On pose S,, = ZY’“'
k=1

V(Y1)

Sn
— — E(Y;
n (1) na?

Prouver que : Va € )0, +oo, P (

>a><

3. Application : On effectue des tirages successifs, avec remise, d’'une boule dans une urne contenant 2 boules
rouges et 3 boules noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir & plus de 95% que la proportion de boules rouges
obtenues restera comprise entre 0,35 et 0,457
Indication : considérer la suite (V;) de variables aléatoires de Bernoulli ot Y; mesure lissue du i*™ tirage.
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On dispose de deux urnes U; et Us.
L’urne U; contient deux boules blanches et trois boules noires.
L’urne U; contient quatre boules blanches et trois boules noires.
On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :
on choisit une urne au hasard et on tire une boule dans I'urne choisie.
On note sa couleur et on la remet dans 'urne d’ou elle provient.
Si la boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans 'urne U;.
Sinon le tirage suivant se fait dans 'urne Us.
Pour tout n € N*, on note B,, I'événement « la boule tirée au ni®™¢ tirage est blanche » et on pose p,, = P(B,,).

1. Calculer p;.
4
P
3. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de p,,.

2. Prouver que : Vn € N*, p,11 = —



