PSI Septembre 2022
MATHEMATIQUES

Feuille d’Exercices
Séries Numériques

1 Révisions de Sup

1.1 Définitions et Exemples

1
nd—n’

Exercice 1. 1. Convergence et somme de E
n>2

+oo 2
2. Existence et somme de ;:2 In <1 — n(n—|—1)>

_1\n
3. Montrer que la série Z ! converge et donner sa somme.
= 2n+1

1.2 Premiéres propriétés

Exercice 2. Montrer que :
+oo xZn

Vo € R,ch(x) = Z o)l
n=0 )

Exercice 3. Dans quels cas pour o > 0, > diverge grossiérement ?
>

an
n=0 I+vn
+oo (_ )k
Exercice 4. Justifier 'existence de Vn > N, R,, = Z A
k=n+1

. Quelle est la nature de (Ry)pn 7

Exercice 5. Donner la CNS sur (r,6) € R? pour que Z r" cos(n ) et Z r" sin(n @) convergent puis dans

n>0 n>0
le cas de convergence, calculer la somme.

1.3 Les Séries de réels a termes positifs

Exercice 6. (CCINP) Déterminer la nature des séries suivantes :

(1) S ot = (2) 30 (077 1), (3) Y

> Ink n>1 n>1 (In(n))?
k=2
(In(n))? chn 5 B 5 -
@y - ,(5)Zch( ool 6) > (VI+n2+n—vVn2+n—1)
n>=1 n>0 n>1
1 1 \/1—i—n n“+n+1
(7)72(\/1—1—112_\/#— ;;1 ;;01 (nQ—TH'l)’(lO)

(11) Z \F\/i (12) Zsm (2 + V3)")indication : calculer (2 4 /3)™ (2—\/3)".

n>1 n>0



Exercice 7. (CCINP)
1. Prouver que, pour tout n € N*, I'équation In(x) = z — n a une solution unique dans [1, 400 notée x,.
2. Etudier la nature de (z,)n.

3. Etudier la nature de ) z& en fonction de a.

Exercice 8. On pose Vn € N, g, : t — Int — arctan(t) — nx
1. Montrer que : Vn € N3lz,, € R, g, (z,) = 0.
2. Montrer : Vn € N, z,, > "™
3. En déduire la nature de > .

Tn
Exercice 9. Soit (uy,), une suite de réels strictement positifs et € > 0. Montrer que les séries de termes

U Un
généraux un, ﬁ, In(1 + up) et / dz sont de méme nature.
u 0

n 14 2
~+00 1
Exercice 10. Pour n € N, on note R,, = Z ik
k=n+1

1. Justifier 'existence de R,,.

2. Montrer (n + 1)!R,, — 1 quand n tend vers +oo.

3. En déduire la nature de ) sin(n!2mwe).
n>0

1.4 Relations entre suites et séries
n
Exercice 11. En utilisant la méme méthode que pour montrer que la suite de terme général Z — —In(n)

k=1
converge, donner la nature de la suite de terme général :

- 1
Yn > 1,u, = ch -n
a <; \/k+n>

Exercice 12. (Mines Télécom 2019)
Pour n > 2, on pose

Up = IT_L[ (2 — 3%)
k=2

1. Montrer que (uy), converge.

2. En considérant In(u,,), donner la limite de In(u,,).

o
3. Montrer qu’il existe a > 0, uy, oo 7T (Indication :Considérer vy, = Gy, et w, = In(vpy1) —
In(vy,))

n n
Exercice 13. 1. Soient (uy)n et (v,)y, deux suites. Pour tout n € N* on note U, :Z u et V,, :Z Uk

k=1 k=1
n n—1
Montrer que, pour tout n > 2, Z Upvi = U, V,,— Z Uk+1 V-
k=1 k=1

2. En déduire que Z

n>1

sinn . . . . .
converge. (pour uy, choisir une suite dont la somme partielle est télescopique
n
et égale a 1)
n

. . . 1
3. Déterminer la nature de la série de terme général sin nsin —
n



n
Ink
Exercice 14. 1. Trouver un équivalent de u,, = HT

k=1
2. Montrer qu'il existe C € R tel que u,, = 3(Inn)? + C + o(1).

“ 1
3. On admet que Z z= In(n)6 + v + o(1).

k=1
2n n 2n
Ink In2 In(k
k —
Montrer que g (—1) T_E - E —
k=1 k=1 k=n+1
= Ink
En déduire la valeur de Y~ (—1)"—=.
n déduire la valeur ekZI( ) k

2 Les compléments de PSI
-6-9---(3n —1)"Inn
3:6-9---(3 )’ @) Z (-1)

Exercice 15. Nature des séries : (1) > u, ol u, =

nn n—Inn
n>1
. ™ Inn™
(3) > sin(nm + -), (4) > —
nz=1 n=0
: SR EL
Exercice 16. On pose Vn € N R, = ) T
k=n-+1
1. Justifier 'existence de R,,.
_ (=" _ e
2. Montrer que Ry, + Rp1 = 2R, — 75 et Ry + Rpy1 = > RO T)
k=n+1
3. Donner un équivalent de R,,.
4. Nature de > R,.
n>0
"1
Exercice 17. : (CCINP) Pour n € N*, On pose H(n) = T
k=1
Montrer que
—+00 _ —+00
(_1)n 1 _ Hn
ez n.n! _Z nl
n=1 n=1

“+o0o
1
Exercice 18. Montrer que pour tout z €] — 1, 1], =22 :Z (n+1)z"
-z

n=0
- . (="
Exercice 19. 1. Montrer que la série Z converge et donner sa somme.
2n+1
n>0
e
2. Convergence et somme de la série de terme général u,, = —— .
vere 8 T Z_: 2k + 1

0

)n+1

. L -1 , : . .
Exercice 20. Montrer que la série ) (74 converge et déterminer une valeur approchée de sa somme a

n
1073 pres.

(=D"

Exercice 21. : Donner la nature de Z T 1)”'
n —

n>2

1
Exercice 22. Montrer que g (—=1)"In (1 + ) converge et calculer sa somme.
n

n>1



