
PSI Septembre 2022
MATHEMATIQUES

Feuille d’Exercices
Séries Numériques

1 Révisions de Sup

1.1 Définitions et Exemples

Exercice 1. 1. Convergence et somme de
∑
n≥2

1
n3 − n

.

2. Existence et somme de
+∞∑
n=2

ln
(

1− 2
n(n + 1)

)
.

3. Montrer que la série
∑
n>0

(−1)n

2n + 1
converge et donner sa somme.

1.2 Premières propriétés

Exercice 2. Montrer que :

∀x ∈ R, ch (x) =
+∞∑
n=0

x2n

(2n)!

Exercice 3. Dans quels cas pour α > 0,
∑
n>0

αn

1+
√

n
diverge grossièrement ?

Exercice 4. Justifier l’existence de ∀n ≥ N, Rn =
+∞∑

k=n+1

(−1)k

k
. Quelle est la nature de (Rn)n ?

Exercice 5. Donner la CNS sur (r, θ) ∈ R2 pour que
∑
n≥0

rn cos(n θ) et
∑
n≥0

rn sin(n θ) convergent puis dans

le cas de convergence, calculer la somme.

1.3 Les Séries de réels à termes positifs

Exercice 6. (CCINP) Déterminer la nature des séries suivantes :

(1)
∑

un où un =
1

n∑
k=2

lnk

, (2)
∑
n>1

(n
1

n2 − 1), (3)
∑
n>1

1
n4(ln(n))2

(4)
∑
n>1

(ln(n))2

n4
, (5)

∑
n>0

ch n

ch (2n)
, (6)

∑
n>1

(
√

1 + n2 + n−
√

n2 + n− 1)

(7)
∑
n>2

(
1√

1 + n2
− 1√

n2 − 1
), (8)

∑
n>1

√
1 + n

nα
, (9)

∑
n>0

ln
(

n2 + n + 1
n2 − n + 1

)
)

, (10)
∑
n>1

ln(n)
3
√

n

(11)
∑
n>1

1
3
√

n
√

ln(n)
, (12)

∑
n>0

sin(π(2 +
√

3)n)indication : calculer (2 +
√

3)n + (2−
√

3)n.
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Exercice 7. (CCINP)

1. Prouver que, pour tout n ∈ N∗, l’équation ln(x) = x− n a une solution unique dans [1,+∞[ notée xn.

2. Etudier la nature de (xn)n.

3. Etudier la nature de
∑

xα
n en fonction de α.

Exercice 8. On pose ∀n ∈ N, gn : t 7→ ln t− arctan(t)− nπ

1. Montrer que : ∀n ∈ N∃!xn ∈ R, gn(xn) = 0.

2. Montrer : ∀n ∈ N, xn > enπ

3. En déduire la nature de
∑ 1

xn
.

Exercice 9. Soit (un)n une suite de réels strictement positifs et ε > 0. Montrer que les séries de termes

généraux un,
un

1 + un
, ln(1 + un) et

∫ un

0

1
1 + xε

dx sont de même nature.

Exercice 10. Pour n ∈ N, on note Rn =
+∞∑

k=n+1

1
k!

.

1. Justifier l’existence de Rn.

2. Montrer (n + 1)!Rn → 1 quand n tend vers +∞.

3. En déduire la nature de
∑
n≥0

sin(n!2πe).

1.4 Relations entre suites et séries

Exercice 11. En utilisant la même méthode que pour montrer que la suite de terme général
n∑

k=1

1
k
− ln(n)

converge, donner la nature de la suite de terme général :

∀n ≥ 1, un =

(
n∑

k=1

ch
1√

k + n

)
− n

Exercice 12. (Mines Télécom 2019)
Pour n ≥ 2, on pose

un =
n
Π

k=2

(
2− 3

1
k

)
1. Montrer que (un)n converge.

2. En considérant ln(un), donner la limite de ln(un).

3. Montrer qu’il existe α > 0, un ∼
n→+∞

α

nln(3)
. (Indication :Considérer vn = nln(3)un et wn = ln(vn+1)−

ln(vn))

Exercice 13. 1. Soient (un)n et (vn)n deux suites. Pour tout n ∈ N∗, on note Un =
n∑

k=1

uk et Vn =
n∑

k=1

vk.

Montrer que, pour tout n ≥ 2,
n∑

k=1

Ukvk = UnVn−
n−1∑
k=1

uk+1Vk.

2. En déduire que
∑
n≥1

sinn

n
converge. (pour un, choisir une suite dont la somme partielle est télescopique

et égale à 1
n)

3. Déterminer la nature de la série de terme général sinn sin
1
n
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Exercice 14. 1. Trouver un équivalent de un =
n∑

k=1

ln k

k
.

2. Montrer qu’il existe C ∈ R tel que un = 1
2(lnn)2 + C + o(1).

3. On admet que
n∑

k=1

1
k

= ln(n)6 + γ + o(1).

Montrer que
2n∑

k=1

(−1)k ln k

k
=

n∑
k=1

ln 2
k
−

2n∑
k=n+1

ln(k
k

.

En déduire la valeur de
+∞∑
k=1

(−1)k ln k

k
.

2 Les compléments de PSI

Exercice 15. Nature des séries : (1)
∑

un où un =
3 · 6 · 9 · · · (3n)

nn
, (2)

∑
n>1

(−1)n lnn

n− lnn

(3)
∑
n>1

sin(nπ +
π

n
), (4)

∑
n>0

lnnn

n!
.

Exercice 16. On pose ∀n ∈ N, Rn =
+∞∑

k=n+1

(−1)k

k .

1. Justifier l’existence de Rn.

2. Montrer que Rn + Rn+1 = 2Rn − (−1)n

n+2 et Rn + Rn+1 =
+∞∑

k=n+1

(−1)k

k(k+1) .

3. Donner un équivalent de Rn.

4. Nature de
∑
n≥0

Rn.

Exercice 17. : (CCINP) Pour n ∈ N∗, On pose H(n) =
n∑

k=1

1
k
.

Montrer que

e
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n.n!
=

+∞∑
n=1

Hn

n!

Exercice 18. Montrer que pour tout x ∈]− 1, 1[,
1

(1− x)2
=

+∞∑
n=0

(n + 1)xn

Exercice 19. 1. Montrer que la série
∑
n>0

(−1)n

2n + 1
converge et donner sa somme.

2. Convergence et somme de la série de terme général un =
π

4
−

n∑
k=0

(−1)k

2k + 1
.

Exercice 20. Montrer que la série
∑ (−1)n+1

n4 converge et déterminer une valeur approchée de sa somme à
10−3 près.

Exercice 21. : Donner la nature de
∑
n≥2

(−1)n

n + (−1)n
.

Exercice 22. Montrer que
∑
n≥1

(−1)nln
(

1 +
1
n

)
converge et calculer sa somme.
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