PSI Décembre 2023
MATHEMATIQUES

Feuille d’Exercices
Suites et Séries de fonctions
Exercice 1. Soit (f,)n>1 o0 fn 1z — e
1. Soit (fn)n>1 00 fp : 2 +— e
(a) Etudier la convergence simple de (f,), sur R.
(b) Etudier la convergence uniforme de (f,), sur R, puis sur tout segment [—a,a](a > 0) de R

2. On pose pour n > 1 :

fn: 0,1 — R
n’w six €0, 2]
x —nr+2n size [l,%]
0 sixe[£,1]

(a) Tracer f1, fo, f3.
(b) Etudier la convergence simple de (f,, ).
(¢) Etudier la convergence uniforme de (f,,),.

Exercice 2. (Mines-Pont 2019) Soit o € R} .

* p— X
Pour n € N* | on pose u,(z) = mrae

1. Pour quelles valeurs de « la série Y wu, converge simplement sur R ?
n>1

2. Pour quelles valeurs de o a-t-on convergence normale sur RT ?
Convergence uniforme sur RT ?
Convergence uniforme sur certaines parties de R ?

3. Pour quelles valeurs de « la série Y. (—1)"u, converge uniformément sur Rt ?
n>1

T

vn(z+n)

1. Montrer que la série de fonctions de terme général f,

Exercice 3. Pour z > 0 et n > 1, on pose f,(z) =

converge simplement sur R*. On note f sa somme.

2. Montrer que la série de fonctions de terme général f,, est normalement convergente sur [0, M] pour tout M > 0.
Est-elle normalement convergente sur Rt ?

3. Montrer que f est continue sur RT puis qu’elle est dérivable et croissante sur R .

1
4. Soit n > 1 et g = n > 1. Montrer que f(zg) = Z 7 En déduire que HI_P f(z) =400
r—r+00
k=1
(z)

5. lim ——* = 0. Interprétation ?
r—+o0 x
= (="
Exercice 4. On considére S(z) = E e~V

n

n=1

1. Donner le domaine de définition de S.

2. Montrer que S est C! sur RT.

3. Dresser son tableau de variations.

4. Retrouver le signe de S par une propriété sur les séries alternées.
1

Exercice 5. Pour z > 0 et n > 1, on pose fn(ﬂf) =" 5.
n —+ ncx

1. Montrer que gl fn converge simplement sur R} . On note S sa somme.
nz

2. Déterminer lim S(x).
r— 400

3. Déterminer hr_{} xS(x) et en déduire un équivalent simple de S en +oo.
Tr—r+00



2"z

Exercice 6. Soit (f,)n>1 la suite de fonctions définies sur [0,1] par fo(2) = 55727

1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.

1
2. Calculer I, :/ fa(t)dt
0

et lirf I,,. En déduire que la suite (f,,), n’est pas uniformément convergente sur [0, 1] .
n—-+oo

3. Donner une démonstration directe du fait que la suite (f,,), n’est pas uniformément convergente sur [0, 1].

+oo
Exercice 7. Soit f(x) = Z eV,
n=0

1. Donner le domaine de définition de f. On le note D
2. Prouver que f est continue sur D

3. Déterminer la limite de f en +oo.

4. Déterminer un équivalent simple de f en 07.

+oo
—1)"
Exercice 8. Navale 2019 Soit S(z) = Z '((_2) .
nl(z+n

1. Montrer que S est définie et continue sur ]0, 400 .
2. Limite de S en +00?

3. Limite de S en 0T , puis équivalent.

Exercice 9. (CCINP 2022) Soit Z ay, une série complexe absolument convergente.
n>0

+oo
1. Calculer I,, = / "¢ *drouneN.
0

anx™
2. Montrer que la série Z z — converge absolument pour tout z € R.
=
too apx" +o00 - +oo
3. Pour « réel, on pose f(z) = Z o Montrer que /0 f(z)e *dx :Z an,
n=0 n=0

Exercice 10. Déterminer la limite, lorsque n tend vers +oo des suites suivantes :

+oo 1
1. / dt .
1+¢m n>2

1
1
2. ( f@@&) dt> ou f est une fonction continue sur [0, 1].
n>0

0
+o0 +oo —x
. _mn e
lim n e dr = dz
n—4+oo 1 1 X

+oo
Exercice 12. Soit x > 0 et I'(z) = / t" et dt.
0

Exercice 11. Démontrer que

" [N
En utilisant I,,(z) = / (1 — =)"t*~! dt, montrer que
0 n

nln
F =
@)= M e D wEn)
too =1
Exercice 13. 1. Démontrer que /0 — dt :Z ol

n=1

2. Plus généralement, démontrer que pour tout a et b strictement positifs,

+oo —at +o0
te 1
e =S
/0 1—e bt ; (a+bn)?



ftoo a1 1
Exercice 14.  1.(a) Démont (1 - d:/ d
xercice (a) emonrerqueg/ox (1—z)dx Tia x
400 1
1 ="
b) En déd ——— =1In2
(b) En eulrequeng1 p n
+oo 1 +oo (_1)n+1
2. En calculant de deux facons nz::o (—1)n/0 2" (1 — z) da, déterminer la valeur de ;::O Cn+ D@2nt2)



