Devoir Maison 4 - corrigé

Questions de cours

Objectif : vérifier que le cours est connu de fagon précise.
Temps nécessaire : 5-10 minutes.

1.

« lim wu, = 2 ysignifie : ‘V€>O, HNGN/VnEN,nZN:>\un—2|§5‘.

n—-+o00

2. « f est paire » signifie : ‘V:v eR, f(—z) = f(x) ‘

3. Formule du binome de Newton : | pour tout (a,b) € C? et tout n € N on a (

r£0]

k=0

4. Théoréme fondamental de I’analyse :

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I, soit a € I.
x

La fonction = +— / f(t) dt est définie et de classe ¢! sur I, c’est la primitive de f qui s’annule en a.
a

La fonction Arcsin est définie sur [—1;1], & valeurs dans [~7; 7]. Elle est dérivable sur | — 1;1[ et, pour
€] — 1;1] on a Arcsin’(x) = \/1177 qui est positif donc Arcsin est croissante sur | — 1; 1] et donc sur

[—1; 1] par continuité.

Exercice 1 : une fonction de la variable réelle, a valeurs complexes

Exercice sur les complexes et les applications, 'objectif est double : calculer dans C et manipuler les définitions
d’applications surjectives et injectives.

Questions faciles : 1, 2 (module d’un quotient). Pour 3 et 4 : donner les définitions.

Temps nécessaire : 20-30 minutes.

1.

VzeC, 1—iz=0<«= z = —i. Il suit que pour z € R, 1 — iz # 0 et donc f(z) existe.
Finalement, ‘ f est bien définie sur R ‘

1I+iz| |1 +ixl m-—
Soit z € R, on a |f(z)| = 1—iz| |[1—iz] V1+a22

3. D’apres la question précédente, f(R) C U. 2 n’a donc pas d’antécédent par f et ‘ f n’est pas surjective ‘

On revient & la définition de Pinjectivité. Soit x et y deux reéels tels que f(x) = f(y). On a :
IT+iz  1+1iy
1—iz 1—iy

Finalement, | f est injective |

Soit 6 € [0;27]. On a :

= (1+ix)(1-iy) = 1+iy)(l—iz) = iz —y) =i(ly—2) <=z =y

. 141 . . .
flz) =€’ — 1+%I =e =iz’ +1)=¢? -1
—ix
Pour 1+ e = 0 c’est-a-dire § = 7 'équation devient 0 = —1 qui n’a pas de solution. Pour  # 7 on a :
i0 i%9isin(?
: -1 e'22isin(3 0
f(x):eﬁ(:}x:,ez.ei(:}x:_ei(z)@ xztan()
i(el” +1) ie'22 cos(§) 2

On a f(R) ={f(z) / x € R} C U d’apres la question 2.

On a vu a la question précédente que —1 n’admet pas d’antécédent par f mais que tous les autres complexes
de module 1 en admettent un.

On a donc ‘ fR)=U-{-1} ‘

Ona: fY(R)=f"YRN(U-{-1}) = f1({1}) (d’aprés la question 5).




Exercice 2 : une égalité a établir

Exercice sur les fonctions trigonométriques réciproques et hyperboliques. Calcul. Limites. Dérivation.
Questions faciles : 1 (cours), 2 (remplacer = et vérifier ; peut-étre calculatoire).
Temps nécessaire : 30-40 minutes.

1. Pour tout réel z on a :
2% 2% 4

ch(w) — h(x) = (ch(z) — sh(w))(ch(2) + sh(z)) = =~ - = = [ =1
2. OnaeVZD = 3 _1epemVED o 1 50 1 guit :
V2 -1
sh(ln(ﬁfl)) = v2-1 _2(\/5—'— D) = —1 et donc \Arctan(sh(ln(\/ﬁfl))ﬂ = |Arctan(—1)| = | — %' = Z

De plus, ch(In(v/2 — 1)) = v/2 et donc Arccos (ch(ln(f@—l))) = Arccos <\}§> = Arccos (?) = %

Finalement, | I'égalité (x) est vraie pour x = In(v/2 — 1) |

3. On procéde par opérations sur les limites :

- T ition : s
On a sh(x) el +00 et, comme Arctan(u) WS 2 Par composition : |Arctan(sh(z))| WO

— D’autre part, ch(z) — +o0o et donc g+— — 0F. Comme Arccos est continue en 0 et que
T— 400 ch(z) z— 400

Arccos(0) = 7 on a Arccos (ﬁ(m)) —+> z
Tr—r+00

1
Finalement, on a bien | lim |Arctan(sh(z))] = lim Arccos (ch(m)) .

r—r+00 r—r+00

4. Arctan et sh sont définies sur R donc f est définie sur R.
Arccos est définie sur [—1;1] et ch sur R. Pour tout réel z, ch(z) > 1 donc #(z) €]0;1] donc g(x) existe.

Finalement, ‘ f et g sont bien définies sur R ‘
5. Pour > 0 on a sh(z) > 0 et pour tout y > 0 on a Arctan(y) > 0, par composition on déduit que pour

x>0ona f(z) >0.
f est impaire comme composée de fonctions impaires, on déduit que pour = < 0 alors f(z) < 0.

Finalement, ‘pour tout réel z, f(z) est du signe de x ‘

6. f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R.
Arccos est dérivable sur | — 1;1[ donc g est dérivable dés lors que ch(z) # 1 <= z # 0. Finalement, g est

dérivable sur R*.

On peut calculer les dérivées par opérations :

h' () ch(z) 1
R, f'(z) = A "(sh W s _ _
Vo € R, filw) = Arctan(sh(w)sh () = 1770505 = @2@) | ~ @)
!/
Vz € R*, ¢'(x) = Arccos’ < > % C}; (z) _ 1 y SS(I)
Ch(m) ch (:E) 1— h%() ch (x)
h2 1 sh? h
: 2 - 2(58) = sh(z) et donc on peut conclure que
ch”( ch®(z)  ch(x)
e | e — SB(@) I #@)six>0
Vz e R", | ¢'(2) = sh(z)] “eh(z) )| sy siz<0

7. f et g ont méme dérivées sur RT*, elles sont donc égales & une constante additive prés : il existe un réel
k tel que Vx > 0, f(z) = g(z) + k. Comme lirf f(z) = lirf_l g(z) on a k=0 et (x) est vraie sur RT*.
Tr—r+00 Tr—+00

En remarquant que |f| et g sont deux fonctions paires, leur égalité sur R** donne leur égalité sur R*.

, | (%) est vraie pour tout réel x ‘

On vérifie que (%) est vraie pour




Exercice 3 : une équation différentielle

Equation différentielle linéaire du premier ordre. Objectif : vérifier que la méthode est connue. Probable variation
de la constante pour la solution pariculiére.

Question facile : solution de ’équation homogéne ; solution générale.

Temps nécessaire : 15-20 minutes.

1. (E) est une équation différentielle linéaire du premier ordre, on la résout selon la méthode du cours.
— L’équation homogene (Ej,) : 2y’ + (1 — 2)y = 0 est équivalente, pour z > 0, &y’ + (2 — 1)y = 0.
On pose a(x) = = —1, une primitive de a est A(z) = In(z) — et les solutions de (E}) sont les fonctions
de la forme 2 — \e=4(®) c’est-a-dire z /\% ol A est un réel.

— On utilise la variation de la constante : on recherche une solution particuli¢re de la forme f(z) = )\(x)%
ol \(z) est une fonction dérivable a trouver.

f est solution de (F) si, et seulement si :

X

xf+ﬂ—wﬁ=e%¢$w(xﬁf;+A@f”§?”>+a_xnmi::@w

— N(z)=¢"

Finalement, f(x) = ele est une solution particuliére de (FE).

x 2x
M%+6/A€R}

— | La solution générale de (E) est {x —

2. Les solutions de (F) sont de la forme y(z) = Aemgﬂih avec z >0 et A € R.
Ona: lim+ Ae®+e** = A\+1. Si A # —1, par opérations sur les limites, lim+ y(z) = £oo selon le signe de A.
z—0 z—0

(e — 1) e —1 e —1

Maintenant, si A = —1, on a y(x) = =e" . Or, on sait que lim = 1 donc on
x x x0T T
déduit que lim y(z) = 1.
z—0t
—et +62w

Finalement, il existe une seule solution de (F) ayant une limite finie en 0 : y(z) =
x

Exercice 4 : une somme double

Somme double : souvent plus effrayant que difficile. Objectif : savoir ’écrire sous la forme d’une somme de
somme.

A remarquer : le terme sommé (2°~1) évoque une somme géométrique, indiquer la formule.

Temps nécessaire : 15 minutes.

n J

Soit n € N*. On a : Z 21'*1:2221'71'
1<i<j<n =1 i=1
()

P . g -
La somme (%) est une somme géométrique qui vaut % =27 —1, on adonc :

n

1<i<j<n j=1 j=1 j=1
N——
(%)



