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Probléme : constante v d’Euler

n

Ce probléme a pour objet une étude de la constante d’Euler notée v. On pose : Vn € N*, wu,, = ( ) —1In(n).
k=1

el

Partie I : définition de 7 et premiers encadrements

1. Calculer uq.
2. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

N 1 n+1
3. A l’aide du théoréme des accroissements finis, prouver qu’on pour tout n € N* : 1 <In ( + ) <
n

4. Pour n € N*, donner une expression de , 11 — U, sans .
) +

5. En déduire que la suite (u,,)nen+ est décroissante puis qu’on a pour tout n € N* :
(On pourra penser & des sommes téléscopiques).

6. Prouver que la suite (uy)neny converge. On note + sa limite (constante d’Euler).
Préciser un encadrement de +.

7. Soit k, un entier naturel non nul.

(a) Apreés avoir factorisé son expression, étudier sur l'intervalle [k, k4 1], le signe de la fonction fj définie

par :
1 1 1 1
=l (—— — ) z—k) ==
fue) =+ Gy~ e =R -

(b) fr étant continue, elle admet des primitives. Soit Fj, une primitive de f, comparer Fj (k) et Fj,(k+1).

(¢) En considérant une expression de Fj(z), prouver 'encadrement
1 k+1 1/1 1
— <1 —_— ) < = =+ —
il s n( k )2(k+/<:+1)
1
8. Prouver que 5 <~y <1

Partie 1II : vers une approximation de v

1. On définit les fonctions g; et go sur |0, +o00[ par :

1 1 1 2
x)=— In(l1+-) - — —
g1() nc—l—ljL ( +x) 222
Etudier les variations de g; et gy sur ]0, +0o[ et en déduire leur signe.
2. Montrer que pour tout entier n > 1 :

1 2 < < 1
nE g S Un T S g
3. Dans cette question n > 2 et p > n.
(a) En utilisant l'inégalité des accroissements finis appliqué a la fonction z — % entre k et k + 1 (k

1

P
entier), former un encadrement de E w2

k=n

P
1
(b) Former par une méthode analogue a celle de la question (a). un encadrement de Z =R
k=n
(c) En déduire
1 1
S TV . —
m 3n—12-"" T=32m -1
4. Donner une valeur de ’entier n telle que ’encadrement précédent permette, & partir de u,,, de déterminer
v & moins de 102 prés.



