Devoir Maison 7 - corrigé

Partie I

1
1. Onau; = <Z;> —In(1)| =1}

k=1
2. Le Théoréme des Accroissements Finis (TAF dans la suite) :

Soit deux réels a < b et f une fonction définie sur [a; ], continue sur [a;b] et dérivable sur ]a;b[. Alors il
f() = f(a)

existe ¢ €]a; b| tel que f'(c) = 5
—a

3. Soit n € N*. On a In (%) =1In(n + 1) — In(n).

n

On applique le TAF 4 la fonction In entre n et n+1 : il existe ¢ €]n;n+1] tel que In’(¢) = In(n+1) —In(n).
>1

OrIn'(c) = % et comme la fonction inverse est décroissante sur R*¥* onan <c<n+1=— %L > n%_l
Finalement, on a bien | = < In (”—H) <L
n+1 n n

4. Soitn >0.0n a:

n+1 n
Upt1 — Un = (Z ;{) —In(n+1)-— (Z ]i) —In(n) = n—lkl —In(n+1)+1In(n)| = n—lkl I (n:l)

k=1 k=1

5. La question précédente ainsi que I’encadrement de la question 3 donnent, pour n > 0 :

1\ 1 1 1 1 11
<1n<"Jr ><<:>— >—1n<”Jr )>—<:>0>un+1—un> 2 ()
n n n+1 n

n41 n n+1l n

On en déduit que ‘ (un)nen est décroissante ‘

Par ailleurs, on a pour tout n > 0 : u,, —ug = (Up, — Up—1) + (Up—1 — Un—2) + -+ + (us — uy).
L’encadrement (x) est écrit pour n mais, comme n est quelconque, on peut donc le considérer pour tout
kell;n—1]:
1 1
Vk e [Lin—1], 0 > ugs1 —up > ——— — —
[ [, 0> upsa L A

En sommant de 1 & n — 1 on obtient :

S|

1
0>up—u>——1<= | 1>u,>
n

6. ‘La suite (up)nen est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente. ‘

Par passage a la limite dans ’encadrement fourni & la question 5, on a .

z—k)(k+1-2)
k(k+1)x
On en déduit que Vz € ]k, k+1[ : fr(z) > 0. De plus la fonction est nulle aux extrémités de

7. (a) Soit k > 0. On factorise : Vz € [k; k + 1], fr(z) = (

I’intervalle. ‘Finalement, fx est strictement positive sur |k; k + 1[, nulle en k et k + 1 ‘

(b) Counsidérons une primitive Fj de fr. D’aprés la question précédente Fj, est strictement croissante
dans [k, k+1]. On a alors : | Fy (k) < Fi(k+1) |

(¢) On peut choisir Fy(z) = Iy (1 — 1> M — In(x).

k k+1 k 2
k+1 1,1 1
L’inégalité Fy(k) < Fi(k + 1) conduit aprés calcul a : In (Z) < §(E + m)
1 k+1 11 1
L’autre inégalité a déja été obtenue en 3, on a bien : ) <In ;: < §(E T 1)




8. On somme les inégalités obtenues & la question précédente :

1 1 1
—<In2-In1<=(1+=
; Sh2-Inl<(l+7)
1 1.1 1
—<In3-In2<
g Shd-l2s35G+3)
1 1 1 1
—<Inn-In(n—-1 = —
n= 0 nn—1) < 2( -1 n)
On obtient :
1—|— —|—1<l <1 1+1+ -+ L —|—1 1+ —l—l
—_ DY _— n —_ _ . —_— —_ _ ... —_—
2 n= =0 2 n—1)" 2\2 n
L’inégalité de gauche redonne u,, < 1. Celle de droite s’écrit
1 < 1+ L + ! ! L = 0 < 1 L == L + ! <
nn e = n 5~ 3 s+ = < u,
= 2 n 2 2 = T oy T2 2 " “
1
Par passage a la limite, on obtient alors : 3 <~<1
Partie 11
1. Les fonctions g, et g, sont dérivables sur R™ et on a :
2¢ +1 3z 42
V. 0 / =———>0 et : =——- <0
x>0, gl(‘r) .’E?’(!L‘—f— 1)2 > € 92(17) 1'4(,’E + 1)2 <
On en déduit les tableaux
0 o0 0 00
0 +00
9 S 92 pY
—00 0
91 - 92 +
2. Soit n > 0. On a déja calculé t t : 1 1+1 =
. Soit n . On a déja calculé u,, — u,11 et trouvé : u,, — u,11 = In — ) - .
) +1 +1 " T
Alors g1(n) < 0 entraine :
1 1 1
—?‘Fln — _ﬁ<02> un—un+1<ﬁ
De méme, g2(n) > 0 entraine :
+1 1+ ! L + 2 >0= L 2 <
- n - ) 5 2 a9 o _a n - n
n+1 n 2n2  3n3 on2  3p3 Un T Ul

3. (a) La dérivée de la fonction = — I est croissante dans l'intervalle [k, k + 1]. L’inégalité des accroisse-
1 1 1 1
ments finis donne donc ’encadrement m < PR < 7z

En sommant ces inégalités entre n — 1 et p — 1 (& droite) et entre n et p (& gauche), on obtient :

1 "1
W pric X E Sy

’BM—‘

(b) De méme l'inégalité des accroissements finis appliquée a x > -z donne :

2 1 1

(k+1)3 k2 (k+1)?

ce qui conduit aprés sommations a :

IN

2
k3

1 1 1 1
- <92y < =
n? (p+1)2 ~ kg%k‘g “(n—-1)2 p?

[\



(¢) En sommant ’encadrement de la question 2. pour k entre n et p, on obtient :

1 1 21 1< 1
DI RE D BRIl D DY
k=n k=n

On utilise alors les encadrements de 3.a. et 3.b.. Il vient :

1/1 1 1 1 1 < <1 1 1
2\n p+1 3\(n—-1)2 p? e AU D

On fixe alors n, le passage a la limite pour p — oo dans les inégalités donne :

1 1
— a5 S Uy, Y S o ——
o 3n—12 =" T=9m 1)

4. L’encadrement précédent détermine v avec une erreur inférieure a 10~2 lorsque

1 1 1 5n — 3
— - <107? = —— <1072
2(n—1) 2n 3(n-—-1)2 "~ 6n(n—1)2 —
On trouve par évaluation numérique que le plus petit entier permettant d’approcher v & la précision
demandée est .



