PCSI Mathématiques - Devoir Surveillé 1 17/9/2022

2 heures

e Les exercices peuvent étre traités dans l'ordre de votre choix, cependant ils doivent appa-
raitre sur votre copie en un seul bloc (il est conseillé de commencer chaque exercice sur une
nouvelle page). Il est vivement conseillé de commencer par U'exercice 1.

e Les questions sont de difficulté variable. Certaines sont difficiles, les idées que vous aurez
seront valorisées méme si elles n’aboutissent pas.

e Soignez la rédaction et la présentation de vos réponses, en particulier on veillera a
encadrer les résultats |. Il est également conseillé de prendre quelques minutes pour se relire
et corriger les fautes d’orthographe.

e Les calculatrices ne sont pas autorisées pour ce devoir.

Bareme prévisionnel :
exl : 8 points, ex?2 : T points, ex3 : 5 points, exq : 3 points, exd : 3 points, exb : 5 points
Réponses encadrées : 1 point, aspect de la copie et orthographe : 1 point.

Exercice n° 1
Question de cours : soit z, un complexe différent de 1, n un entier naturel.
n

Donner la formule pour Z z* et démontrez-la.
k=0

Exercice n° 2

Les questions de cet exercice sont indépendantes.

63 x 1274
Question 1 : Simplifier au maximum le nombre —— .
42 x 275
Question 2 : Soit n € N. Simplifier au maximum 372 — 37Tt — 7 x 3" 4 5 x 3771,

2 1
W%:U+,.

Question 3 : Résoudre ’équation 3

Question 4 : Résoudre I'équation |2z + 3| = 7.
Question 5 : Résoudre 'équation |z + 3| = |z — 7|

Question 6 : Résoudre I'inéquation 2 — 222 < z — 2.

Exercice n° 3

—z2 4+ 8z — 12

L’objet de cet exercice est de faire 'étude complete de la fonction f: z — —5 y——
x? —4x

Déterminer le domaine de définition D de f.
Aprés avoir justifié la dérivabilité de f sur D, déterminer f'(x).
En déduire les variations de f.

Déterminer les limites de f aux bornes de D.

Rl

Construire le tableau de variations complet de f, dessiner l'allure de la courbe représentative de f dans
un repére orthonormé.

Exercice n° 4

Soit m et p des entiers naturels non nuls et f la fonction définie pour tout = € [0;1] par f(z) = z"(1 — x)P.
Déterminer les extremas de f.

Exercice n°5

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 2, on a : 5™ > 4™ 4 3™.



Exercice n° 6
1. Soit (z;y) € [1;+00[%. Montrer que # +y < 1+ xy.

2. Soit n € N* et a1, as,...,an4+1 des réels appartenant a [1; +oo|.
n

On rappelle que le produit a; X as X a, se note H a;.
i=1

n n+1
(a) Démontrer que (1 + H ai> (14+any1) <2 (1 + H ai> )
i=1 i=1

(b) En déduire que :

Vn € N¥, ﬁ(l +a;) <2n! (1 + ﬁai>

i=1 =1



