Correction du DS1 de mathématiques, proposé le 18/9

Exercice n°1

12
Question 1+ 0na 2 vy fow (V) g 2o S E oy 0]
T 3 T 3 7 g 1 3v7 — 31
Question 2 : On interpréte chaque valeur absolue comme une distance.
— |x + 3| = |z — (—3)| est la distance entre le réel x et (—3).
— |z — 7| est la distance entre le réel = et .
Résoudre 'équation |z + 3| = |x — 7| c’est trouver tous les réels équidistants de (—3) et 7. On a donc

. —3+7
une seule solution : |z = 3 .

Question 3: Onaz® -2 <zr-2<2%(2-2)-(2-2)<0& (z—2)(z+1)(z—1) <0.
On construit le tableau de signes de f(z) = (z — 2)(x + 1)(z — 1) :

T —00 -1 1 2 +00
T — 2 — 0 +
r+1 — 0 +
rz—1 — 0 +
f(x) - 0 + 0 — 0 +

On en déduit que |23 — 222 <72 — 2 <= x €] —o0; —1]U[1;2] |

Question 4 :  f(z) = In(x 4+ 3) + V22 + 2z — 1 a du sens si, et seulement si, In(z + 3) et Va2 + 2 —1 en
ont.
— In(x + 3) a du sens si, et seulement si, z +3 > 0 < x €] — 3; +o0[.
— V22 +x — 1 a du sens si, et seulement si, 24+x—-1>0.
P(z) = 2% + 2z — 1 est un polynéme du second degré dont le discriminant est A = 5, il admet deux
racines distinctes : %\/g et *1%‘/5 Il suit que P(z) > 0 & x €] — oo; 71;‘/5] U [71;“/5; +ool.

Finalement, f(z) a du sens si, et seulement si, z €]—3; +-00[N (] — o0; _1;‘/5] U [_1'5\/5; +oo[) ; autrement

dit : | le domaine de définition de f est | — 3; *15\/5] u [*1;‘/5; +oo[|.

Exercice n° 2

Pour n € N, posons P(n) : ¢2 | — ¢pni2¢n = (—1)", démontrons que P(n) est vraie pour tout n € N, par
récurrence.

Initialisation pour n =0 : on doit vérifier si ¢? — pagpg = (—1)°. Calculons :
Tout d’abord, (bg = ¢1 —+ ¢0 =1 + O = 1
D’une part : ¢? — ¢opg = 1 — 1 x 0 = 1, d’autre part :(—1)° = 1. P(0) est donc vraie.

Hérédité : supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire (HDR) : ¢2 | —dni2¢, = (—1)", montrons qu’alors
P(n+ 1) est également vraie, c’est-a-dire ¢2 5 — ¢py3¢n1 = (—1)". On a:

oy — Onisbni1r = G0 — (Pny2+ Gni1)bny1 =

Finalement, P, 1 est bien vraie.

Gnt2(Pntz — Png1) — P24y
¢n+2¢n - ¢%+1

—(P2 1 — dny2dn)
—(=1)"

(_1)n+1

Conclusion : la propriété a été intialisée pour n = 0, elle est héréditaire, | elle est donc vraie pour tout n € N |.




Exercice n° 3

1. On dit que la fonction f est croissante sur R™ lorsque : ‘V(l‘, y) € RN z<y= f(z) < f(y) ‘

2. L’inégalité triangulaire dans R : ‘V(:c,y) eER?, |z +y| < |z|+ |y ‘

3. Vx € RT, 1+ x #0, f est donc bien définie sur RT.
Elle est également dérivable sur RT comme quotient de fonctions dérivables et on a :

Vo e RY, f/(z) = ﬁ > 0 donc ‘ f est (strictement) croissante sur I'intervalle R™ ‘

4. Soit (z,y) € R% D’apreés I'inégalité triangulaire, |x+y| < |z|+|y|. Ces nombres sont positifs, en appliquant
la fonction f qui est croissante sur R* il vient :

[z +yl __lz[+ ]yl

T+ < x| + <
flo+3l) < fol +1o) = i < o

On écrit alors ol 1yl _ 2] 1yl < || |yl

= + < + et on a le résultat voulu.
Lt z[+ ]yl T+lz[+ 1yl T+[z[+y] ~ 1+ [z 1+]y|

[z +yl 2] lyl

Finalement, ¥(z,y) € R?, + .
(@,y) T+|z+yl ~ 1+ 1+

Exercice n° 4

—x? —12
On consideére la fonction f : z +— %
22 —4x+3
1. Etude de la fonction f.
a) f(x) existe si, et seulement si, 22 — 4z +3 # 0. Or, 22 — 42 + 3 = (x — 1)(z — 3), on en déduit que les

valeurs interdites sont 1 et 3 et que ‘ f est définie sur D = R\{1; 3} ‘

b) f est dérivable sur D comme quotient de fonctions dérivables et on a :

(—22+8)(¢® 4o +3) = (—2® + 8z —12)2x —4)  —42®+18x—24 | _22° -9z 412
(22 — 4z + 3)? (a2 —4da+3)2 (22 — 4z +3)2 |

Ve €D, f(x)=

c) f est strictement monotone sur les intervalles inclus dans D sur lesquels f’ est de signe constant.
Pour tout x € D, f/'(z) a le signe opposé de P(z) = 222 — 9z +12. P a pour discriminant A = —15 < 0,
on en déduit que P est strictement positif et donc que f’ est strictement négative.

Il suit que ’ f est strictement décroissante sur | — oco; 1[, ]1; 3[ et |3; +o00] ‘

d) Etudions les limites de f(z) aux bornes de D.

. . 21 142812
— Bornes infinies : Pour z € D\{0}, on a f(x) = ;szj+§2 = 1_%+£2 .
) 8 12 . 4 3 . P

Ona lm —-1+—-—-—= = —-1le lim 1 - —+ — = 1. Par quotient, on en déduit que

T——00 T x2 T——00 T x2
o2 1) =1
De fagon analogue, | lim f(z)=—1|

r——+o0

— Bornes finies : déterminons les limites du dénominateur et du numérateur en 1=, 17, 37 et 3T.
2% — 42 +3 est une fonction polynomiale de degré 2 qui s’annule en 1 et 3, sa parabole représentative
est orientée vers le haut, on en déduit :

lim 22 —42+3=0"; lim 2> —42+3=0"; lim 22 —42+3=0"; lim 22 —4z+3=0"

z—1- z—1+t T—3~ z—31

Le numérateur —z2 + 8x — 12 est continu sur R et donc lim1 —2? 482 —12=—(1*)+8—-12= —5et
z—

de fagon analogue lin%g —2? 4+ 8z — 12 = 21. On peut donc donner toutes les limites par opérations :
Tr—

lim f(z) =—o00; lim f(z)=+4c0; lim f(z)=—-o0c0; lim f(z)=+4oc0

z—1— z—1t r—3~ z—3t




e) Dressons le tableau de variations complet de f :

T —00 1 3 +00
f'(@) = = .
—1 +00 +o0
f \ \ \
—00 —00 -1

On trace la courbe représentative de f dans un repére orthonormé :

10

Deux asymptotes verticales :
r=1¢e =3

Une asymptote horizontale :

y=-1

-4

2. D’aprés le travail fait précédemment, il est clair que ‘ f(R) =R et donc, pour tout y € R, f~1({y}) #0 ‘

Plus précisément, f met en bijection plusieurs intervalles :

— f réalise une bijection de | — 0o; 1] vers | — 1; —oo], notons f; cette bijection ;
— [ réalise une bijection de ]1;3[ vers R, notons fo cette bijection ;

— f réalise une bijection de ]3; +o0o[ vers | + co; —1], notons f5 cette bijection ;.

Il suit que, pour y € R :

— siy < —1, y a exactement deux antécédents par f : f; H(y) €] — oo; 1] et f5 ' (y) €]1;3];

— siy = —1 alors y a exactement un antécédent par f : f5 '(—1); ce nombre est dans ]1; 3], on le nomme a;
— siy > —1, y a exactement deux antécédents par f : fy '(y) €]1;3[ et f3 ' (y) €]3;+o0[.

Finalement, ‘pour y € R\{-1}, f~1({y}) a deux éléments et f~({—1}) en a un unique : « ‘

3. Tlest clair que g(z) = max (f~* ({f()})) a du sens si, et seulement si, f(z) en a et donc ‘ g est définie sur D ‘

On distingue plusieurs cas :

— Siz <1, f(x) < —1 et d’aprés ce qu'on a vu, £~ ({f(z)}) comporte deux éléments : = = f;*(f(x))
et un nombre de ]1;3[ qui est f5 '(f(z)), ce dernier est strictement supérieur & x, c’est donc g(z).

— Sil<z<a, f(x) > —1et f~' ({f(2)}) comporte deux éléments : = = f; *(f(x)) et un nombre de
13; +-00[ qui est f5'(f(z)); ce dernier est strictement supérieur a z, c’est donc g(z).

— Siz = aalors f(z) = —1 et f~1({f(x)}) comporte un unique élément : o = f, *(—1). On a donc
g(a) = a.

— Sia<az<3, f(zr) < —1et f~' ({f(z)}) comporte deux éléments : = = f; *(f(x)) et un nombre de
] — 00; —1[ qui est f; '(f(x)); ce dernier est strictement inférieur a z, on a donc g(z) = .

— Siaz >3, f(x) > —let f~1({f(z)}) comporte deux éléments : x = f; *(f(x)) et un nombre de |1; ]
qui est f5 '(f(x)); ce dernier est strictement inférieur & x, on a donc g(x) = .



On en déduit lallure de la courbe représentative de g :

-2 -1

y=v " 4l sol ool lees

./.

Remarque : notez bien que cette courbe est ’allure de C4. On ne dispose pas d’expression algébrique pour
g(x), sauf pour = € [a; +0o[\{3} auquel cas g(x) = x. Pour la construire sur | — oo; 1] et ]1; o], il faut la déduire
par transformations géométriques des courbes représentatives de f1, fo et f3.



