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Exercice n°1

Question de cours :

Soit f, définie et continue sur 'intervalle [a; b], dérivable sur |a; b[ et telle que f(a) = f(b). Alors :

Je €]a; b, f(c)=0

Exercice n° 2

. . . . .s . 127
Question 1 : P = X° — 1 admet comme racines complexes les racines cinquiémes de I'unité : !5 qu’on

va noter «, 0%, a® = a2, a* =a@et a® = 1.

5
Il suit que |la décomposition de P dans C[X] est P = H(X —ak)|
k=1

Pour déterminer la décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans R[X], on part de la
décomposition dans C[X] :

P=(X-0a)(X -a®)(X -a®)(X —ah)(X —a’)
=X -a)(X -@) (X —a®)(X —a?)(X —1)

X2—-2Re(a)+1 X2—2Re(a?)+1

2 47

= (X2~ 2COS(?)X + 1) (X%~ 2COS(€)X +1)(X-1)

Question 1 : On applique la méthode du cours.

Division euclidienne de X*+X par 2X3+5X2+3X +2, utilisation dans la fraction rationnelle :

x4 +X 2X3 +5X2+3X +2
—( X' +3Xx3 +3X?  4X) ix -3
gxt g
S S Gl O )
2x2 +BX 43
Finalement, X* + X = (2X3 +5X? +3X +2)(3 X - 3)+ X2+ DX + 2
Dans la fraction rationnelle, on a :
X4 X C(2XP45X2 43X +2)(3X -5+ X2+ Bx 43
2X34+5X2 43X +2 2X3 +5X2+3X 42
5 RX?+BX+%

1
=—-X - =
2 4+2X3+5X2+3X+2

Ecriture de 2X? +5X? 4+ 3X + 2 en produit de facteurs irreductibles :

—2 est racine évidente de 2X3 +5X2 +3X +2:2(—=2)3 +5(-2)2 +3(-2) +2=-16+20—-6+2 = 0.
Il suit qu'on peut factoriser 2X3 + 5X? + 3X + 2 par X + 2 et aprés calculs (soit en posant la division,
soit en résolvant un systéme), on a 2X3 +5X2% +3X +2 = (X +2)(2X2 4+ X + 1) qui est un produit de
polynémes irreductibles sur R (le discriminant de 2X? + X + 1 est —7 < 0).

Forme de la fraction rationnelle en éléments simples et recherche des coefficients :
D’aprés ce qui a été vu précédemment, on a :
2 1 ) %mz + %w + g

R\{2 =577
ERRL s a2 2 4 Gttt D)




Le cours nous assure qu'il existe un unique triplet de réels (a, b, c) tel que :

D24+ Bz4+3  a N br +c ()
(x+2)222+2+1) z+2 2224+z+1 °

_15.5
En multipliant (x) par « + 2, x = —2 devient autorisé et on a alors : 19++2 =a&a=2
19,215, 5
(%) devient % = %HJr% = B2 4 By 5 =222+ 2+ 1)+ (bz +¢)(z +2).
19 _
T =4+0b b3
On en déduit que b et ¢ satisfont le systéme % =242b+c — { i
c= 7
3 =242 !
Conclusion :
3 1
1 5 2 3p4 1

VxeR\{?}, f(x):§m_1+x—|—2+2z2+a:+l

Question 2 : a) f(z) = (sinx)® = M%) 3 du sens si, et seulement si, sinz > 0 ce qui est le cas sur
]0; 7[. La fonction f est donc définie sur ]0; 7|

‘Par opérations sur les fonctions de classe C*°, f est de classe C*° sur ]0; 7| ‘

b) En 0 : Pour z €]0;7[ on a zIn(sinx) = 57— x (sinx) In(sin z).
Or, on sait que lim+u1nu = 0. On a sin(x) —()) 0 donc, en posant u = sinx, on obtient
u—0 xr—r

lim (sinz)ln(sinz) = 0.
z—0t

.. . sinx .
On sait également que lim —— =1 donc lim —
z—=0 X z—0 sInx

=1.

Par opérations sur les limites, il vient :

lim zln(sinz) = lim —— X (sinz)ln(sinz) = lim —— X lim (sinz)ln(sinz) =0
z—0t z—0t SInT z—0+ ST z—0t

Par composition avec exp, il suit que lim f(x) = 1.
z—0*t

‘ On peut donc prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) =1 ‘

Enn7: ona lim sinz = 07 donc lim In(sinz) = —oo puis lim zln(sinz) = —oo et enfin
T—T T—T T—>T
lim f(x) =0 en composant avec exp.
T

On peut donc prolonger f par continuité en 0 en posant f(mw) =0 ‘

I: 1 —
Question 3 : Soit n > 1, on intégre I,, par parties en posant { Y o 1 et { u, 7;v —onz .
U aFeyr VT @)t
Ona:
1 1 2 1 2
x x 1 (I42%) -1 1
IL,=|—— 2 ———dx=—+2 ——dex=—+2n{, - I,
|:(1+x2)”]0+ n/o (1 + 22)nt1 =9 + n/o (1 + g2)nt1 ™ + 2n( +1)
X 1 1 1
On a donc ¥n € N*, (2n — 1)1, + 57 = 2nlh1 <= |Int1 :(1_%)[714_%
1 1 1
Comme [; = [Arctan CL‘](l) = %, on déduit = (1 — 5)11 + 3 = g + il

Exercice n° 3

a+b
On a, pour deux nombres quelconques a < b, le nombre + qui est la moyenne de a et de b, graphiquement

. - a+b . o
sur la droite réelle c’est le milieu du segment [a;d] et donc a < — < b. En faisant une figure, on intuite que



lon a, pour tout n € N, u,, < upy1 < uy, + 1, montrons cette propriété par récurrence sur n € N.

On auy=0et u; =1, on a donc bien u, < tp41 < uy + 1 pour n = 0.
Supposons que la propriété soit vraie au rang n, c’est-a-dire que u, < upy1 < up + 1.
Montrons qu’alors on a @ upy1 < Upto < Upyq + 1.

Unp, + Un+1

2

Or, on a également uy, 11 < up + 1 o0 Uupy1 < Un4o et la propriété est bien héréditaire.
Finalement, la propriété étant initialisée pour n = 0 et héréditaire, on a Vn € N, u,, < tp41 < up + 1.

Up < Up41 = Up < <Upyp1 = Up + 1 <Upyo <uppp+1

En conséquence, | u est strictement croissante ‘

PROBLEME 1

by
I. (a) On applique l'algorithme de Gauss a la matrice augmentée d’une colonne B = [ by | et on obtient
bs
1 0 0| —b1—bs
apreés calculs (P|B) ~ 0 1 0]by+by+bs
0 0 1| —by—20b3
-1 0 -1
On en déduit que P est inversibleet que P~ = 1 1 1
-1 0 -2

(b) ‘ On calcule et on vérifie P~1AP = D|.

(=3)» 0 0
(¢c) OnaVneN, D" = 0 10
0 0 1

Il suit que, pour tout entier naturel non nul n :

00
A"=(pDPY)'=pPD"P'=P| 0 1 0|P!
0 1

2(=3) 0 2((-3)"—1)
Aprés caleuls : |Vn >0, A= |1—-(-3)" 1 1—(=3)"
1—(=3) 0 2—(=-3)"

II. (a) ‘La matrice nulle est dans C'(B) donc C(B) est non vide ‘
(b) Soit M et M’ deux matrices de C'(B), A et p deux réels. On a :

(AM + uM')B = AM B + uM'B = ABM + uBM’ = BOAM + puM’)

On en déduit que AM + uM’ est dans C(B) et donc ’ C(B) est stable par combinaison linéaire |
(¢) Soit M et M’ deux matrices de C(B). On a :

MM'B = M(M'B) = MBM' = (MB)M' = BMM’

On en déduit que MM’ est dans C(B) et donc ’ C(B) est stable par produit ‘

(d) I, est dans C(B) et donc ‘ C(B) contient au moins une matrice inversible ‘

(e) Soit M une matrice inversible de C(B) (c’est légitime d’aprés la question précédente), on a :

MB=BM <= M *MB=M"'BM
< B=M"'BM
< BM'=M"'BMM!
< BM'=M"'B

On en déduit que M~! € C(B) et donc ‘ C(B) est stable par passage a l'inverse |.




(f) Soit B = ( 2). Clairement, B € C(B) (c’est vrai pour toute matrice). On calcule et on observe

1
3 4
que BT B # BB et dont BT n’est pas dans C(B).

‘Finalement, C(B) n’est pas stable par transposition ‘

III. (a) Procédons par équivalence. Soit M une matrice de M3(R) :

MeC(Ad) < MA=AM
< MPDP'=PDP'M
< P 'MPD=DP'P
<~ P 'MPeC(D)
a a pf
(b) Soit M= |~ b c| € MyR).
0 d e

On calcule DM et MD et on a M € C(D) si, et seulement si DM = MD c’est-a-dire :

—3a —3a —30 -3a a p gi :gg
~ b c |=(-3v b ¢|] :_3 — a=f=7=0=0.
) d e -3 d e Z; 73g

a O
Finalement, | C(D) est 'ensemble des matrices de la forme [0 b ¢ | avec (a,b,c,d,e) € R%.
0 d e

¢) Soit M une matrice de M3(R). D’aprés la question (a), M € C(A) si, et seulement si, P"'MP €
(c) p q

avec (a,b,c,d,e) € R4,

o o O

C(D), c’est-a-dire si, et seulement si P~ M P est de la forme 8 2
En utilisant les matrices de la base canonique de M3(R) on a d(())ncczl

M e C(A) <= P 'MP=aFE; +bEys+cEy3+dF32+eEs3
En multipliant 4 droite par P~! et a gauche par P on obtient :

M e C(A) <= M =aPE 1P~ +bPEysP™ " + cPEy3P ™' +dPE3 2P ! + ePFE3 3P

Finalement, | C(A) = Vect(PEy, 1 P~1, PEy 2 P4, PEy 3P4, PEs ;P4 PEy3PY) |

PROBLEME 2

Partie I

1
1. Onau1:<2;>—ln(l) =1|

k=1
2. Le Théoréme des Accroissements Finis (TAF dans la suite) :

Soit deux réels a < b et f une fonction définie sur [a;b], continue sur [a;b] et dérivable sur ]a;b[. Alors il
f(0) = f(a)

existe ¢ €]a; b| tel que f'(c) = b
—a

3. Soit n € N*. On a In (%) =1In(n + 1) — In(n).
On apphque le TAF 4 la fonction In entre n et n+1 : il existe ¢ €]n;n+1[ tel que In’(c) = In(n+1)
Orln'(c) =1 et comme la fonction inverse est décroissante sur R™* onan <c<n+1= 1 > %

In(n

7_~_ .

v

>

§\>—‘

. n+1 1
Finalement, on a bien n+1 < ln( ) <o

4. Soitn >0.0n a:

n+1 n

1 1 1 1 1

unﬂ—un:(E k)—ln(n—i—l)—( k)—ln(n)zm—ln(n—i—l)—i—ln(n) :nJrl—ln(nZ )
k

k=1




5. La question précédente ainsi que I’encadrement de la question 3 donnent, pour n > 0 :

1 1 1 1 1 1 1
<ln(nJr ><<:>— >—ln<nJr )>—<:>0>un+1—un> —— (%)
n

n+1 n - n+1 n n “n+1 n

On en déduit que ‘ (un)nen est décroissante ‘

Par ailleurs, on a pour tout n > 0 : u,, —ug = (Up, — Up—1) + (Un—1 — Un—2) + -+ + (uz — uy).
L’encadrement (x) est écrit pour n mais, comme n est quelconque, on peut donc le considérer pour tout
kellin—1]:

1 1
Vk e [l;n—1], 0> —Up > —— — —
[L;n—1], 0> upqr Uk 2 Ty
En sommant de 1 & n — 1 on obtient :
1 1
O>up,—u1 > ——1<— | 1>u, > —
n n

6. ‘La suite (up)nen est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente. ‘

Par passage a la limite dans ’encadrement fourni & la question 5, on a .

7. (a) Soit k > 0. On factorise : Vz € [k; k + 1], fr(z) = (= _k;k()k(]j—ﬁ)lx_ z)

On en déduit que Vz € ]k, k+1[ : fr(z) > 0. De plus la fonction est nulle aux extrémités de

I’intervalle. ‘Finalement, fx est strictement positive sur |k; k + 1[, nulle en k et k + 1 ‘

(b) Cousidérons une primitive Fj de fr. D’aprés la question précédente Fj, est strictement croissante
dans [k, k + 1]. On a alors : ‘Fk(k’) < Frp(k+1) ‘

. o 1 1\ (z—k)?
(¢) On peut choisir Fy(z) = z + (k+1 — k> s In(x).

k+1 1.1 1
L’inégalité Fy(k) < Fi(k + 1) conduit aprés calcul a : In <+) < §(E +—).

k k+1
1 E+1 1,1 1
L’autre inégalité a déja été obtenue en 3, on a bien : Pl <In ;: < i(E + m)
8. On somme les inégalités obtenues & la question précédente :
1 1
3 <In2-In1< —( —&-5)
1 1 1
—<In3-In2< =(=+ =
3 < n n2 < (2 + 3)
1 1 1 1
—<lnn-1 1)< = -
n_nn n(n+ )_2(n71+n)
On obtient :
1+ +1<1 <1 1+1+ + ! +1 1+ +1
— ... —_— nn —_— —_— ... —_— —_ —_— ... —
2 n - -2 2 n—1 2\2 n
L’inégalité de gauche redonne u,, < 1. Celle de droite s’écrit
1<1+1 +111:>0< 11:>1+1<
nn — 4 e+ = = — = = Uy — — — — = — Uy,
- 2 no 2n 2 - " 2 2 2 2n -
. . 1
Par passage a la limite, on obtient alors : 3 <~y<1




Partie 11
1. Les fonctions g; et g, sont dérivables sur R et on a :

20+ 1

Ve >0, gi(z)= bt ¢ ___orte
>0, g(2) x3(x+1)2>0 ot g2(z) 4z +1)2

On en déduit les tableaux

g1 /! g2 N\

- g2 +

g1

1 1
2. Soit n > 0. On a déja calculé u,, — up41 et trouvé : u, — up41 = In ( ) - .
n n+1

Alors g1(n) < 0 entraine :

1 1 1 1
—ﬁ—f'hl — _W<O:> un—un+1<ﬁ
De méme, g2(n) > 0 entraine :
1 +1 1 1 + 2 > 0= 1 2 <
————+1In -—t — — = < Uy — Uy
n+1 2n%  3n? 2n?  3n? +

3. (a) La dérivée de la fonction = — % est croissante dans l'intervalle [k, k + 1]. L’inégalité des accroisse-
1 1 1
<

ments finis donne donc ’encadrement (k 1 S ] 1S

En sommant ces inégalités entre n — 1 et p — 1 (& droite) et entre n et p (a gauche), on obtient

1 2”: 1 1
n — |2 p
b) De méme I'inégalité des accroissements finis appliquée a x — -5 donne :
g
2 < 1 1 < 2
(k+1)2 k2 (k+1)2 "k
ce qui conduit aprés sommations & :

1 1 1
il < —
n? p+1 Z 5 n—l) P

(¢) En sommant encadrement de la question 2. pour k entre n et p, on obtient
11 2& 1 11
5277 3@ St wn <3 45
k=n k=n k=n

On utilise alors les encadrements de 3.a. et 3.b.. Il vient :

1/1 1 1 1 1 < < 1 1 1
- — = Up — Uptr1 < = - =
2\n p+1 3\(n—12 p2) =" Prl=9\n-1 »p
On fixe alors n, le passage a la limite pour p — oo dans les inégalités donne
1 1 < < 1
T <y,
om  3m_12 =" TSm0

4. L’encadrement précédent détermine v avec une erreur inférieure a 10~2 lorsque
1 1 1 o —3
< 107? = — <1072
2n—1) 2n  3m—12 " 6nn —1)2 =
On trouve par évaluation numérique que le plus petit entier permettant d’approcher v & la précision

demandée est .



