Exercice n°1

Correction du DS4 de mathématiques, proposé le 27 novembre

Question 1 : (z+ 2)\/§ signifie e‘/gln("”+2), cette expression a du sens si, et seulement si, x > —2.
Ona:Vzel—24oo], (z+2)V3 =7 o V306t = 1 o \/Bln(z +2) = In(r) & 2 = exp <1n(7r)) -2

V3

Ce nombre est supérieur & —2 (car exp prend ses valeurs dans RT*), on en déduit que :

I’équation a pour unique solution exp (Tﬁ?) — 21

Question 2 : On cherche a résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre avec une une
condition initiale.

Résolution de I’équation homogeéne : 2y'—y = 0 < y'—3y = 0 a pour solution {¢ Aet/2 / X e R}.

Recherche d’une solution particuliére : on cherche une fonction de la forme f(t) = ke ™" avec k
un réel a déterminer. f est solution de 2y’ —y = 3e~5¢ si, et seulement si, 2f’ — f = 375, On a :

3
—5¢

Sk=——

2f — f =3¢ o —10ke™ — ke P =3¢ & —11ke ' = 3e o

Finalement, f(t) = —%e_m est solution particuliére de ’équation différentielle.

La solution générale de ’équation différentielle est : {t — —2e™5 4+ \e/2 / X € R}.

Condition initiale : soit une fonction y(t) = —f’—le"r’t + Xe'/2, avec \ un réel a déterminer.
P _ . . 3 _ _ 80
y(t) vérifie y(0) = 7 si, et seulement si, —37 + A =7 A = 7.
3 80
Finalement, la fonction cherchée est : t — fﬁe*‘r’t + ﬁet/Q.

Question 3 : Etudions la fonction définie par f(z) = Arctan(yv/z + 1) — In(v/x + 2).

Domaine de définition : Arctan étant définie sur R, Arctan(y/z + 1) existe si, et seulement si,
Vv + 1 existe; soit si, et seulement si, z € [—1; +o0.

In est définie sur R™* et donc In(v/z + 2) existe si, et seulement si v/z + 2 existe et est strictement
positif, ¢’est-a-dire si, et seulement si, x €] — 2; +00[.

Finalement, ‘ f est définie sur [—1; 00[N] — 2; +00[= [—1; +0o0] ‘

Dérivée et variations : les fonctions Arctan et In sont dérivables sur leur domaine de définition;

2 — y/x n’est pas dérivable en 0. Par opérations, on déduit que f est dérivable sur | — 1; 4+o00]. Cal-
culons sa dérivée :
d(v/ 1 d(v/ 2
Vz €] — 1;+o00|, f'(z) = Arctan’(vz + 1) x % —In'(Vx +2) x %
x T

1 1 1 1
X — X
z+2 2z +1 Vr+2 2V +2

1 1
- ~1).
2(z +2) <m+1 )
Etudions le signe de f’(z) : comme x > —1, on a x +2 > 0 et donc f’(z) est du signe deﬁ—l.
On a:
>1 <— Vz+1<1 <= x2<0

Vo > —1, —1>0 <

1 1
vr+1 vr+1
On a appliqué les fonctions inverse et carré qui sont décroissante et croissante (respectivement) sur
pplq q P
R*T*).
On en déduit le tableau de variations de f (en fin d’exercice, apres le calcul ces limites) et que f
admet un maximum en 0 avec f(0) = Arctan(1) — In(v/2) = %m(z).

Comportement aux bornes du domaine de définition :

Par opérations, on sait que f est continue en —1 et f(—1) = 0.
lim vz+1=+ocoet lim Arctan(u) = T donc, par composition, lim Arctan(vz +1) = T
r——+o0 u——+o00 2 r——+o0 2
lim va+2=+4occet lim In(u)=4oc donc, par composition, lim In(vz+2) = +oco.
r—+00 u——+00 T—r+00
Par opérations, on déduit que lim f(x) = —c0.
T——+00

On dresse le tableau de variations complet de f :



T -1 0 +00
f'(x) | - 0 -
m—21In(2)
1
f 0 / \
—00

Remarque : on a indiqué dans le tableau que f n’est pas dérivable en —1 ce que 'on ne sait pas. On a
vu qu’on ne pouvait pas déduire la dérivabilité en —1 par opérations; cela ne signifie pas que f n’est pas
dérivable (il faudrait faire un étude spécifique en —1).

Question 4 : On intégre une fonction impaire sur un domaine symétrique par rapport a 0, on en déduit

que / sin(2x) — 2sin(z)dz =0 |.

—T

(Sans cet argument, on dispose d’une primitive de la fonction intégrée avec = — —1 cos(2z) + 2 cos(z)).

Question 5 : (1 —i)22 — 22 + 4 = 0 est une équation du second degré qui n’a pas de solution évidente.
Son discriminant est A =4 —4 x4 x (1 —1i) = =124 16i = 4(—3 + 4i). A est non nul, I’équation a donc

deux solutions distinctes : 2(21i_5i) ol § désigne une racine carrée complexe de A.

Pour trouver un § convenable, déterminons une racine carrée complexe de —3 4 4i. Soit z = a + ib avec

(a,b) € R%. On a :

a? —b% = -3 @ —b*=-3 a?=1
22 = 3441 <= a® —b% +2iab = —3 + 4i <— o —{ d?+b2=5 < -
ab:2 ab_2 ab:2

On en déduit que 1 + 2i est une racine carrée complexe de —3 + 4i et que § = 2(1 + 2i) est une racine
carrée complexe de A.

Finalement, les deux solutions de (1 —1)z% — 2z +4 = 0 sont 22 =2 et 72 =1—1i|

Exercice n° 2

1. On travaille pour x > 0 on a donc (H) < y' — £ = 0. On en déduit que I'ensemble des solutions de (H)
est : {z > XeT/\ € R} :‘ {z — Xz/)\ € R} ‘

2. On utilise la méthode de la variation de la constante : cherchons une solution particuliére de (E) qui soit
de la forme f(z) = zA(z), avec A une fonction définie et dérivable sur R**. On a :

_ Arctan(x)

zf'(z) — f(x) = Arctan(z) <= z(\(z) + 2\ (2)) — z\(z) = Arctan(z) < N (z) 5

X

. . . L Arctz 1o . N
Finalement, si on connait une primitive de x — %n(m) on en déduira une solution particuliére de (E) |.

3. F est définie et dérivable sur ]0; +oo[. On a, pour tout x €]0; 00| :

d ( Flz) - Arctan(a;)) ) - (_ Arctan(z) N 1 ) _ Arctan(x).

dx x x? z(1 + x?) x?

est bien une primitive de = — Am%f(z) sur ]0; 400 |

Finalement, x — F(z) — Arct%n(z)

2
L. Soit (a,5,7) € BY. Pour tout & €0 +ocfon s &4 2LEY Tl DT arte
On en déduit :

o Brty 1 Pla+B)+yr+a 1 O‘igzo — gfl_
r 1422 2(l+22) (1 + 22) Coz(1+22) Zz;l 7;0

1 1
Finalement, pour tout = €]0;+o0o[ on a : pE) == ﬁ




5. Sur |0; 400, z — Inz — £ In(1 4 2?) est une primitive de z — L — 1157, ¢’est donc une fonction F'(z) qui
convient.
2
x
On peut modifier 'expression de cette fonction : Vo €]0; 400, F(z) = 3 Inz?—1In(1+2?) =|In 522
x

__Arctan(z)
x

6. On déduit des questions précédentes que z +— In 4/ 1“”2 convient pour A(z). Une solution

F2?
particuliére de (E) est donc zA(z) et il suit que la solution générale de (FE) est :

2
{a:n—)x(/\—kln\/ a 5 — Arctan(x)) /)\ER} .
1+2 z

PROBLEME

Partie A : Intégrales de Wallis

5 2 s
1. OnaWoz/ 1dg;:et le/ sinz do = [cos z|g :.
0 0

jus

2. 0na:¥YneN, Wy 1 —W, :/ sin” z(sinz — 1) da. Or, pour tout = € [0; §], sinz > 0 et sinz — 1 < 0.

0
Par positivité de l'intégrale (les bornes étant dans le « bon sens ») on a Vn € N, Wy, — W,, < 0,

c’est-a-dire que ‘ (Wi )nen est décroissante ‘

3. Vx €]0; 5[, sinaz > 0 donc, pour tout n € N, W,, > 0 (encore par positivité de l'intégrale).

‘ (Wa)nen est décroissante et minorée donc convergente vers un réel £ > 0 ‘

s

2 2
4. Soit n un entier naturel. On a : W42 = / sin" ™2z do = / sinzsin™ !z da.
0 0

. . et, en intégrant par parties il vient :
v=sin""x v =(m+1)sin"xcosz & par p

On pose {

u =sinx U= —COST
et

™

s g 2
Wito = — [SinnJrl T COS m]g +(n+1)/ cos? rsin” z dr = (n+1) / (1—Sin2 :L‘) sin"xz do = (n+1)(Wn—Wn+2)
0 0

n+1

— Wy, |
n+2

En regroupant les termes, il vient | W, 1o =

5. D’aprés la question précédente, on a Vn € N, W, 40 = Zié Wh.

En multipliant les deux membres par (n+ 2)W,, 1 il vient Vn € N, (n+2)W,,1oWp11 = (n+ 1)W1 Wi,
c’est-a-dire que ‘ la suite ((n + 1)W1 Wh, )nen est constante ‘

On adonc Vn € N, (n+ 1)W1 W,, = W1W, =

T
5 |
6. On sait que la suite (W),),en converge vers un réel £ > 0.
Si on avait £ > 0 on aurait lirf (n+ 1)W, 1 W,, = 400 par produit sur les limites.
n——+0oo

Or, on sait que Vn € N, (n+4 1)W,;1W,, = 7, on en déduit .

7. La question 2 nous permet d’écrire que Vn € N, Wy,41o0 < W11 < W,.

En utilisant la question 4, il vient : Vn € N, Zié Wy < Wy W,

En divisant par W,, (qui est strictement positif) : | ¥n € N, Zié < WV}}—:l <1}

8. A T’aide de 'encadrement trouvé a la question précédente, en utilisant le théoréme des gendarmes, il vient
W71+1

n

lim =1\
n—-+oo

On avuqueVn e N, (n+ )W, W, zgﬁ%ﬂxwﬁflxnwg:g.

n

n—-+oo n—-+oo

En passant a la limite, il vient lim an = g puis, par composition, | lim +/n W, = \/z .




B1:

B2:
. a) Soit la fonction f(z) =« —In(1 + ) définie sur Dy =] — 1;4+o00[. f est dérivable et Vo > —1, f'(z) =

2 . — —
.Ona:Ve>1, 2<z?<= —a>—-a22<=e?>e®.0Onabien:|Vz>1, e*>e "

T _
2

Z 0 T 5
VnGN,/O cos zdx:/ cos (§ft)(fdt):/o sin tdt:.

us

En faisant le changement de variable x = t, il vient :

Existence de ’intégrale de Gauss

La fonction 2 — e~® est définie et continue sur R, ‘l’intégrale I,, a donc du sens, quel que soit n € N |.

Vo=
Vn € N, InH—In:/

2 vn 2 v+l 2
e”? dr — / e dz= / e”® dz > 0 par positivité de I'intégrale.
0

0 Vn

Il suit que ‘ la suite (I,)nen est strictement croissante ‘

2

VI o Voo vn
On a, Vn € N*, In:/ e’ dx:/ e * d:r—i—/ e * dx§11+/ e 7 dx.
0 0 1 1

" NG
Or, pour tout n € N, / e ¥ dr = [—e*””] . = el eV,
1
On a donc, pour tout n € N*, I, < I; + e~ ! — e~V < I, + e~ ! done (I)nen est majorée.

+oo
. . , . _ 2
(In)nen est croissante et majorée, elle est donc convergente et la notation / e dx a du sens|
0

Calcul de l’intégrale de Gauss

1 T
-1z =1z
£(0) = 0. I suit que‘Vw>—1, OSf(l’){:)ln(l—l—x)gx‘.

qui a le méme signe que x (car z > —1). f admet donc un minimum en 0 qui vaut

b) Soit n € N*. Pour tout = € [0;+/n] on a 7% > —1 et donc In(1 — %2) < f% <= nln(1 - %) < —a2.

. . 2\ " 2 . . .
En composant avec exp qui est croissante, on a : (1 — %) < e™™ puis, par croissance de 'intégrale,

Vn 2\ "
/ (1—”6) dz <1, |.
0 n

¢) Soit n € N*. En faisant le changement de variable z = \/n cosu (qui donne dr = —/nsinu du), on a :

Vn 2\ " 0 fd
/ <1 — I) dz = / (1 —cos?u)" (—y/nsinu) du = \/ﬁ/2 sin® My du = /n Wopy1.
0 0

n s
2

La question précédente permet de déduire que ‘ prouver que Vn € N*| \/n Wo,1q1 < I, ‘

a) Soit n € N*. On procéde de fagon analogue a la question 1b :

z?,  x? z? 9 w2\ e
‘v’a:e[O;\/ﬁ],1n(1+z)§;<:>—nln(l+;)2—x<:> 1—|—; >e .

vn 22\ 7"
En intégrant sur [0;/n] on obtient : | I, < / (1 + > dz |
0 n

b) Soit n € N*. En faisant le changement de variable 2 = /n tanu (qui donne dz = \/n—5— du) il vient :
v 2\ " i n i 0
/ <1 + x) dz = / (1+ tan®u) \/25 du = / (cos u)*" \/? du=+/n / cos? 2y du.
0 n 0 COS“ u 0 COS“ u 0

z
¢) On a montré que pour tout n € N* on a I,, < v/n / cos? 2y du.
0

™ ™

4 2
Or, puisque la fonction intégrée est positive, cos?" 2y du < cos®" 2 u du.

0 0
De plus, en utilisant la derniére question de la partie A, cette intégrale vaut Ws, . On a donc :
\vn eN*, I, < /i Wan_o \




3. On a prouvé que, pour tout n € N* on a v/n Wap11 < I, < /nWoy,_o.
Or, d’aprés la question 8 de la partie A : /n Wa, 1 = \/% X V2n + 1Wap1q1 — %\/g = @

De fagon analogue, on a /nWa,_o — VT ce qui permet de conclure, grace au théoréme des gendarmes

2
“+oo
.2 s
que/ e ” d:c:£
0

2




