Exercice n°1

10.

. Faux. Un contre-exemple est fourni par f(z) = {
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2% six #2
Osiz=2
On a f(2) =0et f(—2) =4 donc f n’est pas paire.

Une fonction f définie sur R est paire si, et seulement si, pour tout « dans R, f(z) = f(—=x). et donc f n’est
pas paire si, et seulement si, il existe un réel z tel que f(z) # f(—x).

Vrai. f est continue sur [a;b] donc g(x) = f(x) —x est aussi. On a Vz € [a;b], a < f(z) < bdonc 0 < g(a) et
g(b) < 0. Le Théoréme des Valeurs Intermédiaires s’applique a g sur [a; 0] : il existe ¢ € [a; ] tel que g(c) =0
ce qui est équivalent & f(c) = c.

Finalement, ’équation f(z) = x admet au moins une solution dans Uintervalle [a; b].

. Faux. Comme contre-exemple, on peut prendre U'intervalle [0; 27], f(z) = x et g = cos.

27 b
On a f(z) de =27 > / g(x) dz = 0 alors que f(0) =0 < ¢(0) = 1.
0 a

. Faux. La fonction x — e® + 1 est une solution de 3" — 3y’ + 2y = 2 qui n’est pas de la forme indiquée.

Plus précisément, 1’équation différentielle ¢/ — 3y’ + 2y = 2 est une équation différentielle du second ordre,
linéaire & coefficients constants, dont les solutions sont les fonctions :

x — kexp(2z) 4+ Aexp(z) + 1

ol k et \ désignent des nombres réels quelconques.

1 1

1
. Faux. La suite (uy)nen définie par u, =1— =+ — +- -+ —— est la série géométrique Y_(-=)". Sa raison

7T (—7)m

est de module < 1 et donc elle converge. Sa limite est 1_1 T = % qui est strictement inférieur a 1.
-7

1

. Faux. Comme contre-exemple, on peut prendre la suite dfinie pour tout n € N par u, =1+ —.

(e™)nen est croissante et positive donc (u,)nen est décroissante strictement positive, donc minorée par 0.
Or, (2-)penconverge vers 0 donc (uy,),en converge vers 1.

en

. Faux. Comme contre-exemple, on peut considérer la suite définie pour tout n € N par u,, = (—=1)".

On a : (u2n)neny = (1)nen qui converge vers 1 et (uz2p4+1)nen = (—1)nen qui converge vers —1 mais (U )nen
ne converge pas.

. Faux. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé, notons A, B et M les points d’affixes respectives

2, —1 et z. L’équation |z — 2| = |z + 1| se reformule en AM = BM.
11 suit que 'ensemble des points d’affixe z tels que |z — 2| = |z + 1] est la médiatrice du segment [A; B].

. Vrai. Si A et B sont des matrices carrées n x n inversibles alors AB l'est également (et son inverse est

B~1A~1). Or la matrice nulle n’est pas inversible donc, si AB = 0, alors A ou B n’est pas inversible.

Vrai. Les matrices G }) et G ;) sont de rang 1. En effet, notons X = G) On a :

(] 1) =reCr X —re(n) =1 et (] ) =re(X20) = rg(x) =1



Exercice n° 2
Adapté de CCINP 2022, filiecre TPC

1. Calcul de u;.
a) Il s’agit de faire un décomposition en éléments simples, puis de présenter le résultat d’une fagon facile
a intégrer. On effectue les calcules et on trouve

1 1 1
I T G !
1+63 1+t 2—t+1  £2—t+1

Vt € R\{-1},

b) M suit : uy = $[In(1+¢))§ — It —t+1]§ + 3 fol 7= dt. Les deux crochets valent respectivement

In(2) et 0, avec deux changements de variables, on calcule l'intégrale qui vaut 32—\’/%

1 1
On en déduit que |uy = = In(2) + —=n|.

3 3v3

2. Etude de la suite (uy,)nen~-
a) Vn € N, Vt € [0;1], 1 < (1 +t3)" < 2" donc 0 < ﬁ <1 : (%) et, par croissance de I'intégrale :

0Zn=1]

b) La suite (4 )nen+ est minorée par 0.
En utilisant (x) et la croissance de l'intégrale, on a Vn € N, w41 < uy,.

‘La suite (up)nen+ est décroissante et minorée, elle converge vers un réel £ > 0 |.

3. Etude de la série Y u,.

a) On a :
LS | 1 ! 1 1 1 11
— _dt= 14¢ —n+1 - = 2—n+1_1 _ . _ + £
/0 (1+t)" {n+1( +*) ]0 fn+1( ) n—1 2r71(n—1) no+too n+0(n)
| 1
Finalement, on a bien / —dt ~ =
o (L+¢)n n—4oo N

ce qui en-

1
b) Soit n > 1. Pour t € [0;1], on a1 < 1+t < 1+t et donc >
) - 0:1] - - I+ = (1+¢)»

1
traine, par croissance de 'intégrale, u,, > / m dt. Par comparaison des séries & termes positifs,
0

1
1 1
> ( / _— dt) a méme nature que Y, — qui est une série de Riemann divergente.
0 n

1+t
On en déduit que ‘ la série Y u,, diverge (vers +o0) ‘

4. Etude de la série ) Un
n

1
. * CEIPY _ 3\—n faQ . .
. n — 5 ) .
(a) Soit n € N*. Pour intégrer u / (1+¢°)~™ dt par parties, posons pour t € [0;1]
0

{ro-1 {10
g(t) = (L+ )7 T g/(1) = —n3R(1 4137t

f et g sont bien des fonctions de €1([0;1]) et on a :

1 3

¢
=1+ 3! LA
U [( +1°) ]0+3n/0 Ao

Dans l'intégrale, en écrivant t> = (1 + ¢%) — 1 il vient :

L /1 ! ! dt = = 4 3n( )
Up = —— n — = — n(Uy — Uy,
2n o (I+Hm  (1+t)ntt 2n 1

Finalement, | pour n € N* on a bien w,, = a,, + b, (u, — unt1) avec a, = 2% et b, =3n|.




U’n s N g P
(b) >~ — est une série a termes positifs, son terme général vaut :
n

U
Vn € N*, = =
n n2m

+ 3(“71 - un—i—l)

1 1
— Pour tout n > 0,0 < — < —.
] n2m T 2" ]
Comme Y o est une série géométrique convergente, on déduit que > o converge.
n
n
— Pour tout n > 0, Z(uk —Ukt1) = U] — Upt1 —> ug — £ qui est réel. Y (u, — upq1) est done

k=1
une série convergente.

Par somme, on en déduit que | Y — est une série convergente |
n

(¢) On poursuit le travail de la question précédente :

+oou +oo 1 “+o0 1
2 = ;W + 3;(%—%“) = In(@2)+3u —¢) | = 2ln(2)—|—ﬁ7r—3€

Exercice n° 3

Adapté du concours ATS 2022

Partie A : une équation différentielle

1) L’équation (E) : y'(z) + y(@) _

1
est une équation différentielle linéaire du premier ordre.
x (1 + 22)

A
Son équation homogene est y'(z) + y(@) =0, elle a pour solution les fonctions de la forme y(z) = = ou A
x x
est un réel.
On cherche une solution particuliére avec la méthode de la variation de la constante : soit, pour z > 0,
A
flx) = (z) avec A\(x) une fonction dérivable a déterminer. f est solution de E si, et seulement si :
x
f(x) 1 MN(z) Mz)  Az) 1 1
! = <= — = <= >\, =
fla)+ x x(1+ 22) x x? * x? x(1+ 22) (=) 1+ 22
arctan(x) i L
On prend A(z) = arctan(z) et f(x) = ——— est une solution particuliére de (E).
x

Finalement, | les solutions de (F) sont les fonctions définies pour x > 0 par y(x) = M‘#tanm avec A € R|.

Partie B : étude d’une fonction

I L _ 2 o[ _ 2 2
2) a. Ona1+x2—1_(_x2)m301+(—33)+0(q:) =, + o(z?)

b. On integre le développement limité précédent :

1. 1 .
arctan(z) = arctan(0) +z — —z® +o(2®)| = x— -2® 4+ o(x?)
z—0 3 z—0 3
(L'—lflfa o "IJS 1
On en déduit : f(z) = %() = 1- §x2 + o(z?)
T—r r—

3) f admet un développement limité a 'ordre 2 en 0 : f(z) = 14 0z — 2% + o(2?). On en déduit que

xT—>

‘ f se prolonge par continuité de 0 en posant f(0) = 1, ce prolongement est dérivable en 0 et f'(0) =0 ‘

La tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0 est la droite horizontale y = 1.
Ona: f(z)—1 = — 222 + o(x?) donc f(x) — 1 est négatif pour z qui est voisin de 0.
r—

On en déduit que ‘ la courbe de f est au-dessous de la droite y = 1 au voisinage de z = 0 ‘




4) Pour z # 0, on peut calculer f/(z) par opérations :

zarctan’(r) — arctan(z) 1357 — arctan(z) x — (1 + z?)arctan(z)

Vo £ 0, f'(x) = 22 = 22 = 22(1 + 2?)

Par opérations, f est de classe ¥°° sur tout intervalle de R* et on a déja vu que f est dérivable en 0; il
ne manque donc que la continuité de f’(0) pour pouvoir déduire que f est de classe ¢! sur R. On a :

fl2) = r— (1+2%)(z + o(2?) _ —23 + o(x?) _ —x+o(1) o0

z—0 22(1 4+ 22)) 22(14+22) =0 1422 2-0

On a bien lir% f'(z) = f'(0) donc f’ est continue en 0. Finalement, ‘ f est de classe € sur R |.
rT—r

5) La fonction f est paire, il suffit donc d’étudier ses variations sur R* et sa limite en 400 pour déduire son
tableau de variations complet.

/ _ z—(1+z?)arctan(z) . o 2
Pour = # 0, f'(z) = —gan est dusigne de N(z) =z — (1 + x*)arctan(z).

N est une fonction de classe €°° sur R et on a :
Vz € R, N'(z) =1 — 2z arctan(z) — 1 = —2z arctan(z)

N(z) est donc strictement négatif pour x > 0 on en déduit que f est strictement décroissante sur R™.
arctan(x) 2 % donc f(z) — 0.
r—

[e'e] Tr—+0o0
On dresse le tableau de variations de f sur R* et on compléte par parité :

€ —00 0 “+00
f'(x) + 0 -

f0)=1
f 0/ \0

Partie C : calcul approché d’une intégrale

6) On a vu a la question B3) que f est continue sur R et donc sur [0; 1]. On en déduit que | I est bien définie |.

x t2n xT
7) Soit n € N* et € [0;1], on a : |1, ()] §/ dtg/ 2" dt.
o 1+ 0

@ 22t 22n+1
Or, 2 dt = ,on a bien : | |r,(x)] < .
0 2n+1 2n+1

8) Soit n € N* et t € [0;1] on a :

A=+t =t ()W) (112 =1 — (=)™ (par télescopage)

1— (_1)nt2n

donc, puisque 1+ 12 # 0, [1 — 2 +¢* — 5 ... 4 (=) 1272 = e

. G /x 1 2, 44 46 —1,2n—2
Il t n = -~ dt = —(1—1¢ tt—t -1 dt.
suit que 1y, (z) /O L T ( + 4+ (1) )

On sépare 'intégrale en deux et on obtient r,(z) = arctan(x) — xs), ().

Finalement, on a bien : ‘Vn € N* et Vz € [0;1], zs),(z) = arctan(x) — r,(x) ‘

9) On a, pour n € N*, s,, qui est une fonction polynomiale et donc de classe € et donc dérivable.



1
De plus, $,(0) =0 et donc on peut écrire s, (1) = / sh(t) dt. 11 suit :
0

1
tan(t
/ S;L(t) - ks an( ) dt’
0

|3n(1) _I| = t

Vot
B / _r,()dt‘
0 t

1
S/ Tn(t)’ dt
0

1 t2’n
< dt
- /0 2n+1

1

R —

~ (2n+1)2

! — 0 déduit | 1 (1)=1

Bn T 1)? ot ,on en déduit | lim s, (1) =1}

1

. * _ 1 : —4 .
9) On a vu que : Yn € N*, [s,(1) — I| < @z S En 1) < 10™* alors on est certains s, (1) est une

valeur approchée de I & 1074 prés. On a :
1

= <107 = 20+ 1)?>10" <= 2n+1>10° < n>50
(2n +1)2

Finalement, ’ s50(1) approche I & 1074 prés ‘

10) Voici une proposition de code :

1def approche_I(epsilon):

2

3

4

5

6

7 N=0

8 while 1/((2*N+1)**2)>epsilon :
9 N=N+1

10

11

12 s=0

13 for k in range(N):

14 s=s+(-1)**k/((2*k+1)**2)
15

16 return(s)

Exercice n° 4

Adapté du concours CCINP 2022, filiere TSI

Partie A : Préliminaires

1) On calcule et on a : ‘d)(Po)(X) =0 ‘,

O(P)(X) = 1] et [ 6(P)(X) = 2X +1]

2) ¢(P3) = (X +1)* — X3 | =3X2 43X +1 |
$*(Ps) = (3X2 +3X +1) =3(X +1)2 +3(X +1) +1— (38X +3X + 1) =6X +6 |
6*(P3) = 6(6X +6) = 6(X +1)+ 6 — (6X +6) [ =6 |
3) Soit n € N et P un polynome de R,[X]. Clairement, P(X + 1) est de méme degré que P et donc
¢(P) € R,[X]. Il reste & voir que ¢ est linéaire.
Soit P, @ deux polynomes de R,[X], A et 1 deux scalaires. On a :
P + Q) = AP(X +1) + pQ(X +1) — (\P(X) + puQ(X)
= M(P(X +1) = P(X)) + p(Q(X + 1) — Q(X)) = \(P) + 46(Q)

Finalement, ‘ ¢ est un endomorphisme de R,,[X] ‘




4) Soient @ et b deux complexes et n un entier naturel. On a :

n

(Binoéme de Newton) : (a+b)" = Z (Z) akpnk
k=0

5) Pour tout i € [1;n] on a ¢(X?) = (X +1)' — X' = ZJ o (; ) X7 et donc ¢(X?) est de degré i — 1.

k
Soit k € [1;n] et P = Z a; X, un polyndme non constant de degré k, on a donc ay, # 0.
i=0
k—1
Par linéarité de ¢, on a ¢(P Zazqﬁ Z aip(XY) + arp(X*) (car ay #0).
[ — degré =k—1
degré <k—1

Finalement, ‘ ¢(P) est un polynome de degré k — 1 |.

6) Soit P € R,[X].On a vu que, si P est constant alors ¢(P) = 0 et que, si P n’est pas constant alors ¢(P)
est de degré deg(P) — 1. On en déduit que :

— ¢(P) =0 si, et seulement si deg(P) < 0 donc ‘ ker(¢) = Ro[X] ‘

— Tm(9) = Veet((X?), i € [0;n]) = Veet(9(X?), i € [1;n]).
(¢(X?),i € [1;n]) est une famille libre car elle est échelonnée en degré donc c’est une base de Im(¢).
Im(¢) est donc de dimension 7 ; comme c’est un sous-espace vectoriel de R,,_1[X] qui est de dimension

n, on en déduit que ‘ Im(¢) = R,—1[X] ‘
7) Soit P et ) deux éléments de R,,[X] tels que ¢(Q) = P. On a :

ZP Z @)@ =D QGE+1)—Q@) =Y Q(i+1)-> Qi)
=0 =0 1=0 =0
n+1 n
=Y QM) =Y Q6) [=Q(n+1) - Q)]
=1 =0

Partie B : Une famille de polynémes

8) La famille (H;);c[o;n] est échelonnée en degré et comporte n + 1 polynomes. Comme dim(R,,[X]) =n +1

on en déduit que (H;);e[o;n) est une famille libre et maximale, ‘c’est une base de R, [X] ‘

9) Pour tout ¢ entier entre 1 et n on a X |H; et donc | H;(0) =0

10) Soit 4, un entier entre 1 et n. On a :

¢(H;)(X) = Hi(X + 1) — H;(X)
X DX (X —it2) XX D). (X —i+1)
B i il
X(X—1)...(X —i+2)

_ g (X+1— (X —i+1)

XX 1. .(X-it2)
il

X(X—1)...(X—(i-1)+1)
(i—1)

Finalement, on a bien‘W € [1;n], ¢(H;) = Hie 1‘

Montrons par récurrence sur k € [1;i] que ¢*(H;) = H;_j. La premiére partie de la question donne
I'initialisation. Supposons que, pour k € [1;4 — 1] on ait ¢*(H;) = H;_j,. Il suit que :

"N (H;) = ¢(¢"(H,)) = ¢(H; k) = Hi g1 = Hi_(o41)

La propriété est donc héréditaire et donc vraie pour tout k € [1;1].

Pour k =i on a ¢'(H;) = H;_; = Hy .
Remarque : cette question aurait été traitée de fagon plus rigoureuse en utilisant || que des pointillés.
Vous étes invités a le faire.




11)

12)

13)

14)

Soit P € R, [X].

(Hi)ic[om] étant une base de R, [X], P s’écrit (de fagon unique) sous la forme : P(X) = Z apHi(X)

I reste & voir que Vk € [0;n] on a aj, = ¢*(P)(0).
On a pour k=0 : ¢°(P)(0) = Id(P)(0) = P(0) = ao.
Pour k € [1;n] on a:
d) (P) = ¢k( Zaz¢k

1=0

Pour i > kon a ¢k(Hl> =H,_; et ¢k(Hl>(O> = Hifk(()) =0.
Pour i < k, comme deg(H;) = i et qu’appliquer ¢ retire un degré, on a ¢*(H;) = 0 et ¢*(H;)(0) = 0.
On a donc : ¢*(P)(0) = ar¢*(Hy)(0) = ay.

Finalement, on a bien : | P(X) = igf)k(P)(O)Hk(X) .

X(X 1)

Ona:H():LHl:XetHg: B

11 suit que‘X2 =H —|—2H2‘

On a: Zkg ZP k) avec P = X2

D’apres la quest10n 7, cette somme vaut Q(n + 1) — Q(0) avec @ tel que ¢(Q) = P.
Or, P = Hy + 2Hy, = ¢(Hs + 2H3) d’aprés ce qu’on a vu a la question 10, donc on peut prendre

(Q = Hy + 2H3. On en déduit que Z k* = (Hy + 2H3)(n + 1) — (Hy + 2Hs3)(0).
—_—

k=0 -0, cf. Q9

n(n+1)(2n+1)
G )

On calcule H; = XX -1(X -2

et on obtient : Z k2 =

On procéde de fagon analogue : X3 = 6Hs + 6Hy + Hy donc Q = 6H, + 6Hs + Ho vérifie ¢(Q) = X3.

On a alors Z E* = Q(n+1) — Q(0) et, aprés calculs, Z K = (n—i—l))

k=0




