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VRAI OU FAUX

1. Soit E un espace vectoriel de dimension 3.

-, =

Il est possible de trouver des vecteurs @, b, et d tels que E = Vect(a@, b) & Vect(é, d).
Vrai. E est de dimension 3, soit (@, b, &) une base de E, on note d = 0 et on a bien E = Vect(a, b) & Vect(, ).

Remarque : si on réfléchit du point de vue des dimensions Vect(d, E) et Vect(c, cf) ne peuvent pas étre tous
les deux des plans. Si F est une famille de n vecteurs, Vect(F) admet F pour famille génératrice, donc sa
dimension est au plus n, mais pas forcément n. Cela dépend de la liberté ou non de la famille F.

. Si M et N sont deux matrices carrées de taille n qui sont inversibles, alors elles sont semblables.

1 11 . .
Faux. M =1, = 0 (1) et N = 0 1) sont deux matrices de GLo(R) mais elles ne sont pas semblables.
En effet, deux matrices sont semblables lorsqu’elles représentent le méme endomorphisme relativement &

deux bases différentes or, M est la matrice de Idg= relativement & nimporte quelle base de R2.

Remarque : on peut aussi répondre du point de vue matrices : M et N sont semblables si, et seulement si,
il existe une matrice inversible P telle que N = P"'MP or, P''MP =P 'P=1,=M et N # M.

. Soit f un endomorphisme non nul de Ry[X] qui vérifie f o f = 0. Alors, rg f = 1.

Vrai. f est un endomorphisme de Ro[X], on a donc rg(f) < dim(Ry[X]) < rg(f) < 3.

f # 0 donc rg(f) > 0 et rg(f) € {1,2,3}.

Si on avait rg(f) = 3 alors f serait un isomorphisme et f o f en serait également un, ce qui n’est pas le cas
puisque fo f=0.

Si on avait rg(f) = 2, il existerait deux polynomes P et @ tels que Vect(f(P), f(Q)) = Im(f).

Or, fo f =0 donc f(P) et f(Q) sont dans Ker(f). D’apres le théoréme du rang, dim(Ker(f)) = 1, cela
implique que f(P) et f(Q) sont colinéaires, c’est absurde car ils générerent un plan vectoriel.

Finalement, la seule possibilité est rg(f) = 1.

Remarque : une question demeure en suspens, un tel endomorphisme de Ro[X] existe-t-il ?

La réponse est oui, construisons-en un.

Pour construire une application linéaire, il faut et il suffit de choisir les images d’une base. Utilisons la
base canonique de Ry[X] : (1,X,X?). On souhaite que le rang de f soit 1, c’est-a-dire que la famille
(f(1), f(X), f(X?)) soit de rang 1. On souhaite également que f2 = 0 c’est-a-dire que f(1), f(X) et f(X?)
soient dans Ker(f), on a donc intérét a connaitre le plan Ker(f).

Si on pose f(1) =0, f(X) =0 on a Vect(1,X) C Ker(f); si on pose f(X2) =1 on a bien f(X?) € Ker(f)
et on a construit une application qui répond aux prescriptions.

. Un éléve répond au hasard aux cing questions d’un questionnaire de type Vrai ou Faux. La probabilité qu’il

10
ait exactement trois réponses correctes est égale a 3
Vrai. Soit X le nombre de bonnes réponses. Chaque réponse est bonne avec une probabilité % et il n’y a pas de
dépendance entre les réponses aux différentes questions. X est donc le nombre de succés dans la répétition
indépendante de 5 experiences de Bernoulli de paramétre p = , il suit que X suit une loi binomiale de
paramétres n =5 et p = 5
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. On poursuit la question précédente. Dans le Vrai ou Faux, chaque bonne réponse rapporte un point, chaque

mauvaise réponse est pénalisée de 0,5 points. La note moyenne a laquelle 1’éléve peut prétendre est 2 sur 5.

Faux. On garde les notations précédentes. Le candidat a X bonnes réponses et 5 — X mauvaises réponses,
sa note est donc Y = X — 3(5 - X) = 3X - 3.
La note a laquelle I'éléve peut s’attendre est E(Y) = E(3X — 3) = 2E(X) — 5. Or, E(X) = np = 2 donc

5 2 2 2

. Une suite qui n’est pas monotone diverge.

—1)" )

Faux. <() n’est pas monotone mais elle converge vers 0.

n
neN*

. Une suite qui tend vers +o0o est croissante a partir d’un certain rang.

Faux. (n+ (—1)"), cy tend vers +oo (car Vn € N, n + (—1)" > n — 1) mais n’est pas croisssante & partir
d’un certain rang. En effet, si on note u, =n+ (—1)" pour n € N, on a :

Ups1 = Un = (414 (=1)") = (n+ (=1)") = 1 = 2(-1)"

Cette quantité est négative lorsque n est pair et donc, on a us,+1 < uz2, quel que soit n € N.

. Si Y uy, converge alors Y ug, converge aussi.

Faux. ) % converge mais y (721:”

=> i diverge. En effet :

et on retrouve les sommes partielles de la série harmonique qui diverge vers +oc0.

. Un .
. Si (un)nen converge alors ) — converge aussi.
n

. U . . N . .
Vrai. Supposons que (uy,)nen converge vers £ # 0 on a alors —g qui est du signe de ¢ a partir d’un certain
n

Un { . L, L. . Un
rang. De plus, — ~ — qui est le terme général d’une série de Riemann convergente donc, > —5 converge.
n n

2
n
Dans le cas o (uy)nen converge vers 0, on n’a pas nécessairement un signe constant a partir d’un certain
u
) 92 3 N . |u _ 1 n .
rang (et on n’a pas d’équivalent & 0). On a : |“3| = o(-;) donc Y po) est absolument convergente ce qui

implique que cette série converge.

Si " uy, converge alors ) |u,| converge aussi.

Faux. La série harmonique alternée fournit un contre-exemple.

EXERCICE DE PROBABILITES

1. Le dé étant équilibré, les résultats sont équiprobables : X; suit une loi uniforme sur [1;4] : Vi €

Osiz <1
Lgil<a<?2
[1;4], P(X; =) = 1. |La fonction de répartition F; de X; est donc Fy(z) = 7 si2<z<3
gsid<z< 4
lsiz>4

2. Les lancés sont opérés avec le méme dé et sont indépendants, on en déduit que
‘les lois et fonctions de répartition de X5 et X3 sont donc les mémes que celle de Xy ‘




3. F(z) =P(M < z) = P(max(X1, Xo, X3) < z). Or, X1, X5 et X3 prennent leurs valeurs dans [1;4], il suit
que‘pour:v<1onaF(x)zoetpourm>4onaF(x):1‘.

4. Soit € [1;4]. Ona: | (M < 2) = (max(X;, X5, X3) <a) = (X1 <) N (X> <2) N (X < )|

5. On a donc, pour = € [1;4] :
F(x) = P(maX(Xl,XQ,X3) S a:) = ]P)((Xl S l‘) N (X2 S Jf) M (X3 S l‘))
Les lancés sont indépendants les uns des autres donc X1, X, et X3 sont indépendantes et on a :

F(z) =P(X; <z)xP(Xy <2) x P(X3 < z) = F(z)?

0 siz<l1
& sil<z<2
Il suit que: Fi(z) =< &+ si2<z<3 .
= siz<z<d4
1 six >4
. . m; |1 2 3 4
On en déduit |la loi de M : ——T9—37
P(M=mi) |5 51 o1 of
1 14 14 22
6. L’espérance de M vaut E(M) = ZmZIF’(M =m;) = o1 + 61 + Z—Z 6—48 = 6740 = % .

PROBLEME D’ALGEBRE

I - Etude de deux applications

1. Tout d’abord, si P est un polynome, il est clair que P(3) et P(£#1) sont des polynémes du méme degré
que P. Il suit que si P € Ry[X] alors f(P) € Rq[X].
On vérifie aisément que f est linéaire : soit P, ) deux polynomes de Ro[X], soit A et u deux réels :

FOP 4 Q) = 4 [P+ @) (5 ) + P+ @) (12

() s () o (55 ua (552
(2 r (S fo(2) 0 (52

f(P)+pf(Q)

[ = N = N =

I
>N

Finalement, ‘ f est bien un endomporphisme de Ra[X] ‘

2. Les colonnes de A sont les colonnes représentant f(1), f(X) et f(X?) dans la base canonique. On calcule :

J(1) =1, f(X) = $X + 4 et F(X?) = 1X? + 1X + L. U suit que| 4 =

oS O
O =
A [ [ 00| =

3. A est échelonnée, son rang est 3, on en déduit que :

‘ f est un isomorphisme de Ry[X] et donc que f injective et surjective ‘

4. ‘La linéarité de ¢ est évidente, I'espace d’arrivée est R ‘

5. Im(¢) est un sous-espace vectoriel de R : il y a deux possibilités {0} et R. Comme ¢ n’est pas application
nulle (¢(X) =1 # 0) alors | Im(¢) =R |
On utilise le Théoréme du rang : dim(Re[X]) = dim(Ker(¢)) + dim(Im(¢$)) donne 3 = dim(Ker(¢)) + 1
soit | dim(Ker(g)) = 2|

[=p}

. ‘ ¢ n’est pas injective car son noyau n’est pas réduit a {0}, ¢ est surjective ‘




7. On sait que Ker(¢) est un plan vectoriel de Ry[X]; pour en donner une base il suffit d’en trouver une
famille libre de deux vecteurs.
X —1et X? —1 sont dans Ker(¢), ils forment une famille échelonnée et donc libre de Ry[X].

On en déduit que ‘ (X —1,X2% — 1) est une base de Ker(¢) ‘

IT - Puissances d’une matrice

1. B=(1,-2X +1,6X?—6X + 1) est une famille échelonnée et donc libre de Ry[X]. Comme B comporte 3
vecteurs et que dim(Rz[X]) = 3, ‘B est une base de Ry[X] ‘

2. Oncalcule : f(1) =1, f(-2X+1)=2(-X +1-X)=1(-2X +1) et
f6X2—6X+1)=3[3X2-3X+1+6(X)? —3(X+1)+1]=1(BX*-3X+1)=1(6X>—-6X+1).
1 0 0
On en déduit que |B= | 0 % 0
0 0 %
3. La matrice de passage ) de la base canonique a B est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de B
1 1 1
exprimés dans la base canonique. On en déduit |Q = |0 -2 —6
0 0 6

4. 11 a plusieurs facons de justifier 'inversibilité de @ :
— point de vue « endomorphisme » : @ est la matrice de U'identité de Ry[X], relativement a B et a la
base canonique. Idg,[x) étant un isomorphisme, sa matrice est inversible.
— point de vue « calcul matriciel » : @) est échelonnée et son rang est 3, elle esr donc inversible.
— point de vue « restitution du cours » : une matrice de passage est inversible, donc () est inversible.

Par contre, pour calculer @1, il faut échelonner puis réduire (Q|I3) & 'aide de I’algorithme de Gauss.

1 1 1

2 3

Aprés calculs, on obtient : | Q1= |0 —% —%
0 O %

Apreés calculs, | A" =

7. Soit P =aX? +bX + ¢ € Ry[X]. Pour n =0, f*(P) =1d(P) = P.

c\ [eti-z)+50+50)
Pourn > 1, f™(P) a pour matrice colonne dans la base canonique A | b | = 2%
a 3
et donc | f1(P)= £ X*+ 2 X +e+ 21— %) +2(1+5)|
8. Pourn>1,et P=aX?+bX +ceRy[X]ona:
a b b 1 a 1 b a
n(P)) = fH(P)(1) = — 4+ — - )+ 204 — 249
BUMPY) = F(PY1) = et g et g = o) 4 24 0) — e s 4

! ! x3 x? Y b
Oncalcule:/P(t)dt:/az2+bx+ctx: a—+b—+4cx| =-+=-+c
o o 37772 . 372

1
Finalement, on a bien | VP € Ro[X], lirf o(f"(P)) = / P(t) dt |
n——+00 0




PROBLEME D’ANALYSE : ETUDE DE Z —

1. a) Soit deux réels a et b, on a :

sin(a 4+ b) — sin(a — b) = sinacosb + cosasinb — (sinacosb — cosasinb) = 2cosasinb

En divisant par 2 on a bien | cosasinb = 3(sin(a + b) — sin(a — b)) |

: < Y RN Y RV SNy Y T
b) Soit # € R. On a: 1 —el? =el2e™17 —elzels =ela(e7'7 —el7) | = —2ie'2 sin —

c) Soit n € N*. f,,(0 ZCOSOH

Soit x €]0; 5]. On a : f,(x Zcos (2kx) = Re (Z eam) Re(Sn(z)).

Sp(z) est une somme geometrlque dont la raison e'?* est différente de 1 (car  €]0; zD.

Il suit que S, (z) = e'?* 1—c?"" _ gi2ve™”sinne o appliquant la formule vue en b). On a alors :

1—el2® el® sin x
_ i(n41)zy SINNT _ 1 sin nx _ sin(2n + 1)z —sinz
fn(x) = Re(Sn(x)) = Refe ) sinx cos((n +1)z) x sin x 2sinx ’

en appliquant la formule vue en a) avec a = (n + 1)z et b = nzx.

2. Soit (a,b) € R?, fixé. Soit la fonction g définie que |0; 5] par g(z) = az+ba’

sSinx
a) Pour z €]0; } sinz > 0 et g est de classe C*° comme quotient bien défini de fonctions C*°. Pour x — 0
on a axr + bx ~ ax et sinx ~ x on a donc par quotient g(x) Y a.

On en déduit que ‘ g se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = a ‘

Dorénavant, on considére que g est définie et continue sur [0; 2}
b) On a déja justifié que g est dérivable sur ]0; 5]. On fait un développement limité au voisinage de O :
x(a + bx) B x? ax?

g(z) = (1= 2 T o(z2) = (a+bx)(1 — 5t o(z?) sa+br+ < o(z?)

On en déduit que ‘ g est dérivable en 0 et ¢'(0) = b‘ (on revoit également que g est continue en 0 si, et

seulement si, g(0) = a).

c¢) On sait déja que g est de classe C* sur |0, 5], les formules de dérivation usuelles donnent :

s 2bz + a)sinz — (ax + bx?) cosx
va €]0; 5, g'(z) = ( ) ; 2( )
sin’ z

On a vu a la question précédente que g est dérivable en 0 et que ¢’(0) = b.
Il reste a vérifier que lin% g'(z) = b. On se sert d’un développement limité en O :
r—
(2bx + a)(x + o(x)) — (ax 4 bx?)(1 +o(x))  bax®+ o(x) b

) )~
9@ 3 (@ + ofx))2 0 22 +o(x2) 0

Finalement, | ¢’ est continue en 0 et donc sur [0; 5], c’est-a-dire que g est de classe C* sur [0; 3] |

3
3. On note, pour tout entier naturel n non nul, G,, = / g(x)sinnz dx.
0

a) On a vu que g est de classe C! sur [0; Z

; 5] et donc, comme z — sinnx l'est aussi, z — g(x) sinnax est de

classe C' sur [0; 5]. Finalement, | G,, est bien défini comme intégrale d’une fonction C* sur [0; 5] |
u@) =gla)  f w(@)=g@)
! : 1 .
v'(z) = sinnz v(z) = —7 cosnw
u et v sont de classe C? sur [0; 3], il suit que :

b) On proceéde par parties en posant {

1 31 % —g(% 1 (%
G, = {g(x) cosnx} + 7/ g'(z) cosnz do = a=9(3) cos(n3) + 7/ g'(x) cosnz dx
n 0 nJo n n Jo



1 [z,
— g'(x) cosnx dx
0

B 1 (2
< 7/ lg'(z) cosnz| do < 7/ l¢'(z)] dz (cette intégrale étant bien
0 nJo

On a
définie car g est C! donc ¢’ est continue).
1 (2
Il suit que lim 7/ g (z) cosnz dz = 0 puis que| lim G, =0]|
n—-+oo n 0 n——+oo
II. Nature et somme de > -5
1. |3 - est une série de Riemann convergente
2. Soit k € N*.
2 3 = (=1)F -1
sin 2kx dx = e [cos2kz]d | = e

a) On procéde par parties :

™

|

=0

—_———

/2 2% cos 2kx dz = {x22 sin Qkx]
0

2 1
/0 x cos2kx do = {x% sin Zk:m]

=0

s 1 2
xcos2kx] — w/ cos 2kx dr =
0

0 2k Jo

usy
2

™

1 El 1 [2
- — 2x sin 2kx dx = —f/ xsin 2kx dx
—1)k 1 i
( 4]32 T [sin 2kz]3

4k3
=0

=52
_ | (=D
| 4k?
b) Pour (a,b) € R? on a :
3 3 3 _1)k br) —
/ (ax + bx?) cos 2kx dz = a/ x cos 2kx d:chb/ z? cos 2kx dx = (=1) (2; ™)~ a
0 0 0
3
et alors/ (az+bx?) cos 2kx dx = e = (—1)*(a+br)—a = 1.|Le couple (a,b) = (—1, L) convient
0
3. Pour n € N*, en utilisant la question précédente puis la linéarité de l'intégrale :
Bl n 3
(az+bx?) Z cos 2kx dx| = 4/ (az + baz?) fr(2) dz|.
0

k=1

S

il
2

<4/2(ax+bx2)0052ka: daz) :4/
0 0

1
dE= 2
k=1
4. On utilise la question précédente ainsi que lexpression de f,(z) établie a la question 1.c) de la partie I :
o L : B in(2n + 1)z — si
Z 2 4/ (az + bx2>fn(I) dz = 4/ (ax + bIZ)Sm( n+ 1)z —sinx de
k=1 0 0

2/2(ax+b:ﬂ2)sm( -
0 S T
3 Bl
= 2Gop+1 — 2/ (azx + bx?) dz
0

g(x)sin(2n + 1)z do — 2/2 (az + bz?) dz
0

k=1

2sinx

2 1 z
ni—'_)xdx— 2/2(aw+bx2) dz
0

— 0. D’aprés la question précédente, on déduit que :
n—-+oo

Remarque : l'existence des intégrales est assurée par les résultats de la partie L.

5. On a vu que G,

On calcule : 72/2 (az + ba?) dx
0

(=1, 1) qui est la valeur trouvée & la question 2 et on a :

— 0 donc Gap1

—+oo

—

™

— 2/2(ax+bm2) dz.
0

|
Zﬁ n—-+00
k=1
1 1 Bl 2 b 3
= -2 [2ax2 + 3bx3}0 = f% — % puis on remplace (a,b) par
2 2 72 7
be?) doe = — — — = —.
(ax +b27) do =" =5 =5

2,

Finalement,

2T a
—n 6




